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“O livro da natureza foi escrito exclusivamente com figuras e simbolos matemdticos”
(Galileu Galilei).



Resumo

“Onde uso isso?” E uma pergunta muito comum nas aulas de Mateméatica. Este
questionamento ¢ esperado devido a diversos motivos, tais como os déficits de aprendizagem
em Matematica, que muitas das vezes levam os alunos a desenvolver uma antipatia
em relagao a disciplina; a extensa carga horaria da Matematica na escola basica, em
comparacao com outras disciplinas, que necessita ser justificada; e a curiosidade sobre
como a linguagem matematica abstrata que estd sendo aprendida pode ser aplicada no dia
a dia. Nesse contexto, por um lado, é fato que o ensino da Matematica é muito importante,
especialmente porque a educagao matematica contribui para o acesso de forma integral
a nossa sociedade tecnolégica. Por outro lado, na escola, apresentar essas aplicagoes
torna-se desafiador, uma vez que, na maioria dos casos, elas ainda sao inacessiveis. Como
resultado, geralmente restam apenas aplica¢oes triviais ou pseudoaplicagoes. Dessa forma,
este trabalho tem o objetivo de contribuir para a motivacdo do estudo da Matematica
Basica, através de um exemplo que mostra o uso e a importancia da Matematica do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio em uma aplicacao tecnologica. A aplicagao escolhida é
o Circuito Indutivo, Capacitivo e Resistivo (RLC), composto por Resistores, Indutores
e Capacitores, que constituem a base de diversas aplica¢Oes presentes no cotidiano, tais
como desfibriladores, bisturis elétricos e alarmes antifurto. Esse circuito é modelado por
Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) Lineares Homogéneas de 2% Ordem, e neste
trabalho é apresentado o uso da Matematica Basica, incluindo Ntumeros Complexos,
Determinantes e Trigonometria em um contexto algébrico nessas equacoes, destacando a

utilizacao desses contetidos em fendmenos fisicos com aplicacoes tecnologicas.

Palavras-chave: aplicagoes da matematica; aplicagoes de EDO; circuito RLC; matematica

basica; ensino da matematica



Abstract

“Where do I use this?” It’s a very common question in Mathematics classes. This is an
expected questioning due to various reasons, such as deficits in math learning that often
lead students to develop an antipathy to the subject; the large Mathematics workload in
basic school, in comparison with other subjects, which must be justified; and curiosity about
how the abstract mathematical language being learned can be applied in the day-to-day.
In this context, on the one hand, it is a fact that Mathematics is very important, mainly
because mathematics education contributes to comprehensive access to our technological
society, on the other hand, at school, it is difficult to present these applications because they
are, for the most part, inaccessible, leaving, in general, only trivial or pseudo-applications.
Thus, this work aims to contribute to the motivation studying Basic Mathematics, through
an example that demonstrates the use and importance of mathematics from Elementary
and High School in a technological application. The chosen application is the Inductive,
Capacitive and Reactive (RLC) formed by Resistors, Inductors and Capacitors that
are the basis of several applications present in everyday life, for example, defibrillators,
electric scalpels and alarms anti theft. This circuit is modeled by Second-order Linear
Homogeneous Ordinary Differential Equations (ODEs) and this work shows the use of
Basic Mathematics in these equations, including Complex Numbers, Determinants and
Trigonometry in an algebraic context, showing the use of these contents in physical

phenomena with technological applications.

Keywords: mathematics applications; ODE applications; RLC circuit; basic math;

teaching mathematics
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1 INTRODUCAO

1.1 Importancia da Matematica e seus déficits de aprendizagem

A Matematica é muito importante na nossa sociedade devido, em especial, ao
impacto da presenca das suas aplicagoes. Inclusive, ao analisar o desenvolvimento de uma
civilizagao ao longo da historia, é possivel estimar o conhecimento matematico alcancado

por ela. Entao, para todos os povos, em todos os tempos, a Matematica foi protagonista.

Assim,

Por causa de suas aplicagoes, a Matematica tem a funcao de “formatar
a sociedade”. A Matemadtica constitui uma parte integrada e tinica da
sociedade. Ela ndo pode ser substituida por nenhuma outra ferramenta
que sirva a fun¢des similares. E impossivel imaginar o desenvolvimento
de uma sociedade do tipo que conhecemos sem que a tecnologia tenha
um papel destacado, e com a Matematica tendo um papel dominante
na formagcao da tecnologia. Dessa forma, a Matematica tem implicagoes
importantes para o desenvolvimento e a organizagao da sociedade —
embora essas implicagdes sejam dificeis de identificar (SKOVSMOSE,
2001, p. 35).

Portanto, na nossa prépria sociedade atual a Mateméatica estd muito presente.
Por esse motivo é necessario a alfabetizacdo matematica. “Por alfabetizacdo matematica,
podemos inicialmente entender uma habilidade de calcular e usar técnicas matematicas
e formais [...]” (SKOVSMOSE, 2001, p. 68). Mais que isso, segundo ainda Skovsmose
(2001), essa alfabetizagdo se estende ao conhecer matemaético, tecnologico e reflexivo
que resumidamente sao as habilidades socioculturais e politicas necessarias para o uso e

reflexao dos conhecimentos matematicos ou de suas aplicagoes.

Desta maneira, de acordo com Skovsmose (2001), a educa¢ao matematica tem
a importante funcao de contribuir com a construcao das competéncias minimas necessarias
para acessar uma sociedade cada vez mais tecnoldgica. Assim, a alfabetizacao matematica
é um pré-requisito necessario para uma democracia de fato, visto que sem ela os cidadaos

nao podem exercer sua cidadania de forma plena.

Por causa da importancia da Matemética, segundo Frota (2017, p.2), o curriculo
da escola basica no Brasil tem privilegiado a Matematica em relacao a outras disciplinas,
como Geografia ou Historia, entretanto, mesmo considerando-se cerca de 12 anos de
escolaridade, verifica-se que ha grupos de alunos com dificuldades em estudar Matematica

e de controlar seu préprio processo de aprendizagem.

Nesse sentido, os resultados do SAEB - Sistema Nacional de Avaliagao da
Educagao Bésica - de 2021 (BRASIL. Inep, 2021), divulgados pelo governo federal,
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mostram que o desempenho dos alunos do ensino médio em matematica ¢é insatisfatorio
conforme mostra a Figura 1. Os niveis de proficiéncias variam de 0 a 10, sendo que
mais de 70% dos alunos estavam classificados nos niveis de proficiéncia de 0 a 3, ou seja,
com “aprendizagem insuficiente” (BRASIL. Inep, 2018). Além disso, 22,1% estavam no
nivel 0 de proficiéncia, o mais baixo, onde eles “[...] ndo demonstram habilidades muito

elementares que deveriam apresentar nessa etapa escolar” (BRASIL. Inep, 2020).

Figura 1 — Comparativo entre a Distribuicao Percentual dos Estudantes por Niveis da
Escala de Proficiéncia no Saeb em Matematica no Ensino Médio Tradicional —
Brasil — 2019 e 2021

Distribuicdo Percentual dos Estudantes nos Niveis

0% W W% 0% 0% M e0% 0% 8% o0%  100%
09~03~00

2021 11 146 175 174 _

13-05-00

Nivel0 ®Mivell mNivel2 WNiel3 WNiweld WNwelS WNivel6 WNivel? BNivel8 WNivel3 WNwel10

do Sach

EdigSoes

Fonte: BRASIL. Inep (2021, p. 50)

1.2 Aplicacoes matematicas no ensino

A Matematica transcende as fronteiras do contetido formal, como ressaltado
por D’Ambrosio (2020). Sua natureza vai além das meras férmulas, teoremas e equagoes.
Ela constitui uma postura, um modo de pensamento que se entrelaga e se aplica de
forma intrinseca no cotidiano, transformando-se em uma ferramenta essencial para a nossa

sociedade.

Este paradigma é sustentado tanto por D’Ambrosio (2020) quanto Skovsmose
(2001, p.34), os quais destacam a abrangéncia das aplicagoes mateméticas em multiplos
aspectos da vida diaria. Por exemplo, na organizac¢ao do nosso cotidiano, nas compras e

no planejamento de atividades. Ela também esta presente na razao aurea das Artes, na
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estrutura de soneto em poesias, e na musica, contribuindo para a construgao de versos, rima

e ritmo. Além disso, no planejamento industrial, na economia e em aplica¢des tecnologicas.

Dessa forma, observa-se uma profunda integracao entre a Matematica e outras
areas de conhecimento. Nesse sentido, D’Ambrosio (2020) esclarece que no primeiro estagio
da histoéria e da nossa vida todas as formas de conhecimento sao tao interligadas a ponto
de serem indistinguiveis. Por isso, ao ensinar Matematica é natural que se leve em conta a
relacao com outras formas de conhecimentos e assim, a partir deles, desenvolver o processo

continuo de aprendizagem.

Além dessa relagao, deve-se mostrar o uso pratico da Matematica, pois

[...] a esséncia da matemadtica encontra-se em suas aplicagoes e, portanto,
de um certo modo, fora da matematica. No processo de educagao, é, entdo,
extremamente importante ilustrar as varias maneiras de a matematica
ser ttil. Essa tendéncia pode ser entendida em sentido amplo, e muitos
argumentos foram apresentados em apoio a uma Educacdo Matematica
(EM) dirigida a aplicagdes (SKOVSMOSE, 2001, p.12).

Diante do exposto, consciente da importancia da Matematica e as suas
dificuldades de aprendizagem, uma maneira de motivar e estimular o aprendizado é
destacar o uso da Matematica e de suas aplicagoes para mostrar como um certo conteido

pode ser aplicado fora da Matemética (ou em outro conteiiddo matematico).

No entanto, a priori, principalmente quando se trata das aplicacoes tecnolégicas
presentes no dia a dia, as aplicagbes da Matematica Basica sdo geralmente limitadas. Pois,
grande parte das utilizagoes da Matematica requer o uso de conhecimentos matemaéaticos

avancados e especializados, em conjunto com outras areas especificas.

Por isso,

[..] E frequentemente dificil, tanto na escola primaria quanto na
secunddria, apresentar exemplos ilustrativos de aplicagbes reais; muito
frequentes sdo exemplos que mostram pseudoaplicagoes. Aplicacoes reais
da matematica ficam normalmente “escondidas”, embora sejam muitas
e importantes (SKOVSMOSE, 2001, p.34-35).

Apesar disso, na escola, mesmo se limitado & Matematica Bésica, é possivel
apresentar aplicagoes elementares e adaptadas. De fato, existem intimeras situagoes
cotidianas em que se usa a Matematica, muitas das vezes sem perceber, e essas situacoes
podem ser exploradas de maneira proveitosa no ensino. Nesse sentido, a proxima secao sera
dedicada a apresentacao de aplicacbes matematicas no contexto do Ensino Fundamental e

Médio.
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1.3 Aplicacoes da Matematica do Ensino Fundamental e Médio e em geral

Neste trabalho, nosso foco recai especialmente sobre as aplicagoes da Matema-
tica Basica, as quais podem ocorrer de forma direta, como resultados imediatos desses
conteudos, ou de modo indireto, ou seja, quando a Matematica Elementar é empregada

em contextos matematicos mais avangados.

Em relacdo a Matemadtica do Ensino Médio, Améancio (2019) fez um belo
compilado de diversas aplicagoes elementares. Destaco, inicialmente, as interdisciplinares
tais como: a criptografia na Segunda Guerra Mundial, a cartografia na Geografia, o
conceito de fungdo amplamente utilizado na Fisica, crescimento exponencial de seres vivos
com reproducgao assexuada na Biologia, os angulos formados pelas estruturas moleculares

da Quimica e o célculo do Indice de Massa Corporal (IMC) na Educacio Fisica.

Além disso, no mesmo trabalho, Améancio (2019) reuniu aplicagoes da Matemé-
tica Basica nas profissoes. Alguns exemplos sao os cdlculos trabalhistas e de tributos no
Direito; a utilizagao da regra de trés para a prescricao de medicamentos na Medicina; a
Matematica Financeira nas atividades comerciais e empresariais. Assim, fica evidenciado

o0 uso da Matematica em diversos contextos.

Outras aplicacoes nas atividades profissionais também foram exemplificadas,
entretanto, muitas dessas envolvem também Matematica avancada e conhecimentos e
tecnologias de outras areas bem especializadas. Nesse sentido, um exemplo é dado por
Martins (2012), explicando como a Matemaética é utilizada pelo Google. Outros exemplos

sao as inumeras aplicagoes do Circuito RLC que abordaremos neste trabalho.

Nesse contexto, sobre o uso da Matematica em geral, incluindo a matematica
avancada, ela esta presente em praticamente toda nossa tecnologia e em quase tudo que
estd no nosso dia a dia pois, como citado anteriormente, de acordo com Skovsmose (2001),

nossa sociedade foi formatada através da Matematica.

Entretanto, é importante destacar que, assim como “[...] Nao existe nenhuma
decisdo final que possa ser dada ‘pelos niimeros’ ou ‘por fatos histéricos’” ”(SKOVSMOSE,
2001, p.161), da mesma forma, as aplicacoes matematicas sao realizadas de forma integrada
com outras areas do conhecimento, e sao o resultado dessa integracao. Portanto, o mérito

é compartilhado, sendo a Matematica apenas uma das ferramentas usadas.

1.4 Problema de pesquisa

Nas outras segoes, discutiu-se, entre outras coisas, sobre a importancia da
Matematica e de sua presenca na nossa sociedade. E que embora se tenha muitas aplicagoes
matematicas, muitas dessas aplicagoes tecnoldgicas que temos contato no cotidiano usam

também matematica avancada. Dessa forma é dificil mostrar todo o poder de aplicacao
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matematica na escola bésica.

Deste modo, principalmente para assuntos sem aplicacoes facilmente identifica-
veis de forma imediata, como por exemplo niimeros complexos, tem-se muitos questiona-
mentos sobre a utilidade do ensino daquele contetudo. Essa indagagao é mais recorrente
muitas das vezes nesses contetidos por conta da dificuldade. Assim, a aprendizagem desses

topicos € ainda mais prejudicada. Por isso, é essencial justificar a utilidade desses assuntos.

Nesse sentido, frequentemente, o estudo de alguns contetidos da Matematica é
justificado pelo potencial uso em aplicagoes ainda inacessiveis ao nivel de conhecimento
atual do aluno e/ou para uso académico posterior na area de exatas. Assim, a Matemadtica
Bésica seria uma ferramenta a ser utilizada em outros contetidos mais avancados e assim,
possivelmente, de forma diferente e em outros contextos. Essa é a perspectiva deste
trabalho, que visa verificar se realmente isso acontece, em particular para as Equagoes

Diferencias Ordinarias (EDOs) lineares relacionadas a circuitos RLC.

Portanto, nosso problema ¢é o seguinte: Quais os contetidos do Ensino Funda-
mental e Médio sao utilizados nas EDOs relacionadas a circuitos RLC? De que forma e

contexto é esse uso?

1.5 Justificativa

“Onde uso isso?” E uma pergunta muito comum nas aulas de Matematica.
Essa é uma indagacao muito presente nos alunos, mesmo que nem sempre seja verbalizada

pelos mesmos.

Tendo isso em vista, e a partir da observacao da importancia da Matematica
Basica nas disciplinas de Matemadtica no ensino superior, este trabalho foi feito para

mostrar como isso acontece de forma pratica.

Assim, espera-se apresentar novos contextos de aplicagoes de contetidos do
Ensino Médio, os quais muita das vezes sao dificeis de encontrar ou muito limitados. Além
de mostrar novas formas de abordagens diferentes das apresentadas no Ensino Bésico,
um exemplo disso é o uso dos nimeros complexos em Circuitos RLC que sera feito neste
trabalho.

Para isso, foi escolhido como conteido matematico avancado as Equagoes
Diferencias Ordinarias relacionadas ao Circuito RLC. Essas equagoes atendem ao requisito
de demonstrar aplicacoes facilmente identificadas no dia a dia, como mostrado na Se¢ao
3.2.

Destaco que este trabalho mostra a importancia e o uso da Matematica
Elementar em EDOs relacionadas a Circuitos RLC. Assim, se trata de um trabalho

interdisciplinar para mostrar aplicacoes praticas conhecidas que a priori, aparentemente,
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nao tem relagdo com a Matematica do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Mas,
serd apresentado, aqui neste trabalho, o uso da Matematica Elementar nessas aplicagoes
tao presentes no nosso dia a dia. Em relagao as aplicacoes, o circuito RLC esta presente
em diversas aplicagoes no cotidiano, tais como, desfibriladores, bisturis elétricos, alarmes
antifurto, além disso também esta presente em equipamentos de telecomunicagoes, elétricos

e eletronicos.

Dessa forma, ao cumprir esses objetivos, espera-se que os estudantes compreen-
dam a importancia dos conceitos da Matematica vista na escola através da apresentacao do
uso dessa Matematica em EDOs relacionadas ao Circuitos RLC e tenham maior motivacgao

para estuda-los.

Inclusive, para os alunos com afinidade com a Matemaética, ao serem apresen-
tados as suas aplicagbes em outras areas, servirda como motivagao para aprofundar seus
estudos em campos como eletronica, engenharia e fisica. Por outro lado, aos estudantes
interessados em areas relacionadas a Matemaética, essa abordagem fortalecera a motivacgao

para o estudo da Matematica Basica, que estara presente em suas futuras carreiras.

Portanto, seja para um aluno com maior interesse pela matematica ou por
areas afins, ou até mesmo para um estudante curioso para saber, por exemplo, sobre
o funcionamento de um antifurto de uma loja, este trabalho mostra a importancia dos
conceitos basicos de Matematica, que sao fundamentais para o estudo de Circuitos RLC e

outras areas da ciéncia e tecnologia.

1.6 Objetivos

1.6.1 Objetivo Geral

Motivar o estudo de contetidos de Matematica do ensino Fundamental e Ensino
Médio, demonstrando a importancia da Matematica Bésica na resolucao de problemas
modelados por Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) relacionadas a Circuitos RLC,

através da apresentacdo de seu uso nesse contexto especifico.

1.6.2 Objetivos Especificos

Objetivos Especificos 1: Deduzir de forma detalhada as solugoes gerais
das EDOs Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes de de Segunda Ordem

(relacionadas ao Circuito RLC), utilizando o método da equagao auxiliar.

Objetivo Especifico 2: Identificar e descrever os conteidos de Matematica do

Ensino Fundamental e Médio utilizados no processo do Objetivo Especifico 1.

Objetivo Especifico 3: Identificar e descrever as principais competéncias e as

habilidades estabelecidas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) dos contetidos
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do Objetivo Especifico 2, especificando o ano escolar do Ensino Fundamental ou Médio

associado a cada competéncia ou habilidade.

Objetivo Especifico 4: Analisar de que forma foram utilizados os contetdos
identificados, no segundo Objetivo Especifico, na dedugao das solugoes gerais realizada no

Objetivo Especifico 1.



20

2 Procedimentos Metodolégicos

O foco deste trabalho foi investigar o uso dos conhecimentos de Matematica
Baésica na resolugao de problemas modelados por Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
relacionadas a Circuitos RLC, com o objetivo de motivar o estudo dos contetidos da
Matematica do Ensino Fundamental e Médio pela apresentacao do seu uso pratico e

relevante em um contexto concreto.

As EDOs utilizadas na pesquisa foram as EDOs Lineares Homogéneas com
Coeficientes Constantes de Segunda Ordem, relacionadas ao Circuito RLC. Nesta secao,
sera feita a referéncia a esse tipo especifico de EDOs como “EDOs de segunda ordem” ou

simplesmente “EDOs”.

De forma geral, os procedimentos metodologicos da pesquisa foram exploratérios
no Objetivo Especifico 1, que consistiu na deducao das solugoes gerais. Para os outros
objetivos, os procedimentos foram mistos, sendo predominantemente descritivos para o
segundo e terceiro objetivo e qualitativos para o quarto objetivo. Sera detalhado a seguir

como a pesquisa foi realizada.

Primeiro foi realizado um procedimento técnico tedrico, no qual as solucoes
gerais das EDOs foram deduzidas utilizando o método da equagao auxiliar de forma

explorativa, possibilitando a realizacao dos Objetivos Especificos 2 e 3.

Em seguida, foram realizadas a identificacao e a descricao dos conceitos,
formulas e contetidos de Matematica Basica utilizados na deducao, seja por meio de

abordagem empirica, analise documental da BNCC ou pesquisa bibliografica.

Além disso, a identificacdo das competéncias e habilidades utilizadas na deducao
das solugdes das EDOs de segunda ordem foi realizada por meio de andalise documental da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), onde foram especificados os anos escolares

associados a cada competéncia e habilidade identificadas.

Em relagao a identificacao dos conteidos, foram utilizados retangulos azuis
ou destaque em negrito para identificar e destacar algumas das férmulas, conceitos e
contetidos da Matematica Basica diretamente no texto, a medida que apareciam durante

a deducao das solugoes das EDOs.

A partir do que foi feito anteriormente, realizou-se a discussao e apresentagao
dos resultados. Nesta etapa, por meio de pesquisa bibliogréafica, os conhecimentos da
Matematica do Ensino Fundamental e Médio identificados anteriormente foram descritos
e discutidos em relagao a sua importancia, a forma que foram utilizados na pesquisa e a

maneira que como esses conteudos sao abordados na escola.
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3 CIRCUITO INDUTIVO, CAPACITIVO E RESISTIVO (RLC) E SUAS
APLICACOES

No inicio deste Capitulo serao abordadas as caracteristicas do Circuito RLC.
Na sequéncia, serao apresentadas algumas aplicagoes dos Circuitos RLC, destacando sua
presenca no dia a dia em diversos ambientes e contextos, tais como as telecomunicagoes,
medicina e alarme de uma loja de roupas. Dessa forma, espera-se despertar a curiosidade

dos leitores sobre esse tema e motivar o estudo sobre toda a Matematica e Fisica envolvida.

3.1 Circuito Indutivo, Capacitivo E Resistivo (RLC)

O Circuito RLC ¢é um circuito elétrico, uma ligagao de dispositivos, com trés
componentes: o Resistor, o Indutor e o Capacitor. Cada um desses elementos possui
caracteristicas individuais distintas e, quando combinados, formam um sistema com

propriedades especificas.

Nesta secao serao apresentadas as caracteristicas de cada componente do
Circuito RLC. Iniciando com o Resistor, que é um componente eletronico que tem como
principal utilidade controlar o fluxo de corrente elétrica em um circuito. Ele é projetado

para ter uma resisténcia elétrica especifica, que é medida em ohms ().

Ele funciona limitando a quantidade de corrente elétrica que flui em um circuito.
De acordo com Nilsson e Riedel (2015, p. 31), o Resistor, ao ser inserido em um componente
ou circuito, reduz a corrente que passa por ele, controlando o fluxo de elétrons. Isso é
importante para diminuir a corrente até valores adequados aos dispositivos eletronicos.

Esse processo de diminui¢ao da corrente elétrica no circuito feita pela resisténcia
do Resistor ocorre da seguinte forma:

No decurso dessas interagoes, uma parte da energia elétrica é convertida
em energia térmica e dissipada sob a forma de calor. Esse efeito pode
ser indesejavel. Contudo, muitos dispositivos elétricos uteis aproveitam
o aquecimento de resisténcias, como fogoes, torradeiras, ferros de passar
e aquecedores de ambientes (NILSSON; RIEDEL, 2015, p. 31).

Assim, o Resistor pode ser utilizado de diversas maneiras. Para finalizar, é
importante saber sobre o comportamento desses componentes ao serem ligados em série e
paralelo. Em paralelo, os Resistores, dividem a corrente mantendo a tensao. Por outro
lado, em série eles dividem a tensdo e a corrente se mantém constante (em um novo
valor menor). Dessa forma, em conjunto com outros componente eles podem ser usados
de varias maneiras. Exemplos nesse sentido serdao dados na Se¢ao 3.2 que trata sobre as

aplicagdes do Circuito RLC.
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O préximo componente é o Indutor. Segundo Nilsson e Riedel (2015, p. 190),
“[...] Indutor é um componente elétrico que se opoe a qualquer alteracdo na corrente elétrica.
E composto de um condutor em espiral, enrolado em um nicleo de suporte cujo material
pode ser magnético ou nao”. Conforme Souza (2017, p. 40), ele também é conhecido por
bobina e armazena a energia gerada pelo campo magnético gerado quando a corrente

elétrica flui através dele (do Indutor). Essa energia pode ser liberada posteriormente.

Para finalizar, o terceiro elemento é o Capacitor. Ele é “[...] um componente
elétrico que consiste em dois condutores separados por um material isolante ou dielétrico.
9

O Capacitor é o unico dispositivo, além da bateria, que pode armazenar carga elétrica’
(NILSSON; RIEDEL, 2015, p. 190).

Os dois ultimos componentes, o Indutor e Capacitor, armazenam, respectiva-
mente, energia nos campos magnético e elétrico. Nesse sentido, exemplos de suas aplicagoes,
de acordo com Nilsson e Riedel (2015, p. 190), sdo a vela de igni¢ao para o Indutor e o
acendimento de um flash de uma maquina fotografica para o Capacitor. Na proxima se¢ao

serao vistas as aplicagoes desses trés elementos em conjunto.

3.2 Aplicagdes do Circuito Indutivo, Capacitivo E Resistivo (RLC)

Esta secao sera dedicada as aplicac¢oes praticas do Circuito RLC. Apéds explorar
as caracteristicas individuais dos componentes e entender como eles interagem, serao
apresentados exemplos reais que demonstram como o Circuito RLC esté presente no nosso
dia a dia, muitas das vezes sem que percebamos, em diversos contextos e ambientes, desde
as telecomunicagoes até a medicina e a seguranca de estabelecimentos comerciais. Assim,
espera-se despertar a curiosidade do leitor para que ele identifique essas aplicagoes no seu

cotidiano.

3.2.1 Telecomunicacdes

E o mais cldssico exemplo de aplica¢des dos Circuitos RLC. Serd abordado,
brevemente, sobre circuitos de selecao de frequéncias que sao denominados de filtros
conforme Nilsson e Riedel (2015, p. 580-581). Ainda, segundo o mesmo autor, eles sdo

aplicados nos dipositivos de comunicacdo como radios, televisores e satélites.

De acordo com Barcelos Neto (2011, p. 325-326) e Nilsson e Riedel (2015),
Circuitos RL, RC e RLC podem funcionar como filtros, tais como filtros passa-baixas, filtros
passa-altas, filtros passa-faixa, filtros rejeita-faixa, diversos filtros ativos e outros. Cada um
desses tipos de filtros possui suas especificidades e sdao utilizados em contextos especificos,

como por exemplo, filtrar frequéncias baixas, altas ou de uma faixa de frequéncia especifica.

Em geral, os filtros tém esse nome devido a sua fungao de filtrar as frequéncias,
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permitindo que o sinal desejado (ou frequéncias desejadas) avance e entre no receptor,
enquanto as “impurezas” (frequéncias indesejadas) sdo filtradas e ndo chegam ao receptor,

conforme ilustrado na Figura 2.

Além de sua fungao de filtragem, segundo Nunes (2018), os Circuitos RLC sao
transmissores de onda eletromagnética. Assim, esses circuitos desempenham um papel
fundamental nas telecomunicagdoes em geral, transmitindo as ondas eletromagnéticas

apropriadas para as aplicagoes especificas.

Figura 2 — Capacitor funcionando como filtro
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>
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=

Fonte: Barcelos Neto (2011, p. 326)

Por exemplo, conforme Nilsson e Riedel (2015), em um radio, os filtros
desempenham o papel de selecionar o sinal de uma estacao especifica, permitindo que
apenas as frequéncias correspondentes a estacao desejada sejam recebidas. Da mesma
forma, em um telefone, os filtros sao utilizados para sinalizar o acionamento de uma
tecla, filtrando as frequéncias associadas a cada botao pressionado. Esses sdo apenas
alguns exemplos que ilustram o uso pratico e relevante dos filtros em dispositivos de

telecomunicacao.

Assim, os circuitos RLC, por meio da selecao de frequéncias realizada pelos
filtros e da transmissao de ondas eletromagnéticas, estao presentes em radios, televisores,
telefones e outros equipamentos de telecomunicacao, possibilitando a transmissao adequada

das informagdes e o recebimento dos sinais de forma adequada.

3.2.2 Medicina

Na area da Medicina, existem diversos equipamentos com Circuito RLC.

Destaco os bisturis elétricos com conversor ressonante e os desfibriladores, por ambos
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serem amplamente reconhecidos e utilizados. No primeiro exemplo, tem-se uma alternativa
muito eficaz aos bisturis de aco inoxidavel, sendo bastante usados atualmente devido a

capacidade de realizar cirurgias menos invasiva em muitos casos (FAVI, 2018).

Ja o segundo exemplo sao os equipamentos eletronicos desfibriladores que sao
baseados em Circuito RC, LC ou RLC (SOUZA, 2012). Eles estao presentes em hospitais
e ambulancias para serem utilizado em situacoes de emergéncia de arritmia cardiaca grave.
Sua presenca também ¢é frequente em filmes, onde sao exibidas cenas da sua utilizagao.
Esses dispositivos sao projetados para administrar um choque elétrico controlado ao

coragao, com o objetivo de reverter a arritmia e restaurar o ritmo cardiaco normal.

Portanto, desde o ambiente cirturgico até a reanimagao de uma pessoa com
arritmia cardiaca, os equipamentos baseados nos circuitos RLC estdo presentes e inclusive
ajudam de forma direta a salvar vidas. Logo, a Medicina é um belo exemplo de aplicacoes
dos Circuitos RLC, com equipamentos essenciais e de grande importancia em situacoes de

emergéncia e nos hospitais.

3.2.3 Alarme antifurto

Esta subsecao destaca uma aplicacao do Circuito RLC muito presente no nosso
cotidiano. Ao visitarmos diversas lojas varejistas de vestuario, é possivel observar as

antenas antifurtos e os alarmes antifurtos nas roupas, conforme ilustrado na Figura 3.

De acordo com Nunes (2018), as antenas antifurtos possuem bobinas, Indutor,
por outro lado, os alarmes colocados nas roupas ou no codigo de barras, conforme Figura
3, possuem um Circuito RLC. Dai, o alarme é acionado quando o produto passa pela
antena antifurto. Existem diversas formas de deteccao realizadas pela antena, dependendo

dos dispositivos usados.

Assim, o Circuito RLC desempenha um papel fundamental como sistema de
antena antifurto e alarme antifurto, contribuindo para a seguranca de lojas varejistas em
geral, além de bibliotecas e outros tipos de estabelecimentos. Além disso, conforme Nunes
(2018), essa tecnologia possui diversas outras aplicagoes, incluindo uma utilizagao recente
em supermercado sem caixas, onde os clientes tém a possibilidade de fazer compras sem a

necessidade de um funcionario presente.

3.2.4 Exploracdo sobre as aplicacdes de Circuito Indutivo, Capacitivo E Resisitivo (RLC)

Além da apresentagdo de aplicagdes praticas do Circuito RLC nas &reas
tecnologicas e na engenharia, podemos nao apenas menciona-las, mas também explora-las.
Isso é particularmente motivador para aqueles com afinidade por essas areas, devido a

possibilidade de um contato mais proximo com a pratica dessas aplicagoes.
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Nesse sentido, tem-se a possibilidade de uma abordagem pratica no aprendizado.
Um exemplo é a aula pratica com uma montagem de um radio AM baseado em um Circuito
RLC simples, conforme mostra a Figura 4 e Figura 5, feita por Alves et al. (2019), os
quais esclarecem que:

Ao contrario dos radios comerciais, a montagem deste, assim como a
do réddio de galena com antena varal, é de baixissima complexidade,
consistindo de apenas quatro componentes elétricos, nao necessitando
ligé-lo a fonte de tensdo para seu funcionamento. A simplicidade desse
sistema instiga a curiosidade no aprendizado por parte dos alunos,
pois radio é um instrumento de comunicagao global que faz parte do
desenvolvimento tecnolédgico e tem grande importancia na difusao do
ensino de fisica e engenharia. Por exemplo, a questao da transmissao por
milhares de quilometros, sem conexao com fios elétricos, de informagcéao
que viaja a velocidade da luz geralmente atrai atencdo de muitos
estudantes nas areas de fisica e engenharias, tanto pelo rico contexto
histérico como pela fisica deslumbrante envolvida (ALVES et al., 2019,
p. 46).

Ainda, sobre aulas praticas envolvendo circuito RLC, destaco que o proprio
ensino de Fisica sobre esse assunto é pouco pratico e precisa de mais aulas como essa,
ainda mais, devido a tecnologia estar a cada dia mais presente na nossa sociedade.

Nesse contexto, o ensino da ressonancia em circuitos elétricos consiste
na abordagem de circuitos simples apresentados em livros, tendo pouca
énfase na contextualizacdo de suas aplicacoes praticas. Geralmente, um
Resistor, um Capacitor e um Indutor sdo ligados em série e alimentados
por um gerador de sinais, sendo discutidas questoes como defasagens
entre tensoes nos elementos do circuito, corrente elétrica e a ressonincia
eletromagnética. Nesses experimentos tradicionais coleta-se um conjunto
de dados visando verificar a validade das equacbes - percebidas como
férmulas por grande parte dos estudantes - relacionadas ao assunto
[2,3]. Nenhum modelo para aplicagdo tecnolégica é abordado nesses
experimentos (ALVES et al., 2019, p. 46).

Portanto, nota-se que o ensino de Circuitos Elétricos é pouco contextualizado
e raramente aborda, ou pelo menos exemplifica, suas diversas aplicagdes praticas. Assim,
da mesma forma que neste trabalho sera apresentado o uso da Matematica Bésica em
aplicagoes praticas, também existem iniimeras possibilidades, para destacar, exemplificar

e explicar o uso da Fisica no cotidiano que podem ser exploradas.
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Figura 3 — Alarmes antifurto e antena antifurto
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Fonte: Nunes (2018)

Figura 4 — Montagem do radio com antena de quadro e todos seus componentes
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Fonte: Alves et al. (2019, p. 49)

Figura 5 — Rddio AM montado. (a) Conexoes com o multimetro LCR para obtencao
da induténcia (em pH) da antena de quadro. (b) Diagrama da ligagdo dos
componentes do radio. (c) A esquerda, ilustracdo do sinal da onda portadora
com a modulacao, que seria observado com um osciloscépio ligado aos terminais
do Capacitor. A direita, a filtragem realizada pelo diodo permite a passagem
de apenas uma banda do sinal modulado, transmitindo a mensagem.

Antena Diodo b
Ca pef‘ilur Bone

{c)
Sinal modulado Mensagem

Fonte: Alves et al. (2019, p. 50)
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4 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste Capitulo sera abordado o contetido matematico necessario para fazermos
a dedugao das solugoes gerais das Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs) Lineares
Homogéneas com Coeficientes Constantes de Segunda Ordem relacionadas a Circuito RLC.

Assim, nosso principal contetido sdo as EDOs.

Posteriormente, sera visto que as EDOs sdo um tipo de Equacgoes Diferenciais
(EDs). As EDs tém muitas aplicagoes. De acordo com Yartey e Ribeiro (2017, p. 8), em
muitas Leis Fisicas se utiliza modelos matematicos que envolvem a taxa de variagao, ou
seja, a derivada, de uma grandeza fisica. Assim, esses fendmenos fisicos sao descritos por

equacgoes com derivadas, denominadas de Equacoes Diferenciais.

4.1 Equacdo Diferencial e a classificacdo quanto ao tipo

Na introdugdo, foi exposto que Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) sao
um um tipo de Equagdes Diferenciais (ED). Mas afinal, o que é uma ED? Segundo Yartey e
Ribeiro (2017, p. 8); Zill (2014, p. 2), considerando as varidveis dependentes, por exemplo,
y e r, e variaveis independentes, por exemplo, x e t, segue que uma ED ¢é uma equacao
que contém as derivadas de uma ou mais variaveis dependentes em relacao a uma ou mais

variaveis independentes.

Elas podem ser classificadas por tipo em Equagao Diferencial Parcial (EDP) e
em Equacao Diferencial Ordinaria (EDO). Neste trabalho, hé interesse na EDO que é,
conforme (ZILL, 2014, p. 2), caracterizada por envolver apenas derivadas ordinérias, sendo
uma ou mais variaveis dependentes e uma tnica variavel independente. O mesmo autor
denomina de “EDP” as equagbdes com derivadas parciais, sendo uma ou mais variaveis

dependentes e duas ou mais variaveis independentes.

Por exemplo, as seguintes Equacoes sao Diferenciais Ordinarias:

d
. d—i—i—Qx:ex,

E sdo exemplos de Equacoes Diferenciais Parciais:

Py 0%

o Copz =0
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4.2 Equacdes Diferenciais Ordinarias

A partir de agora, abordar-se-a4 apenas sobre as EDs que sao EDOs. Por isso,
para simplificar a escrita, a palavra “equacgao” serd frequentemente empregada como
sinbnimo de EDO. Nesse sentido, nesta secao, inicia-se a exploragao dessas equacoes,

abordando sua Defini¢ao formal.

Ja sabemos que a EDO é uma equacao que contém as derivadas ordinarias
de uma ou mais variaveis dependentes em relagao a uma unica variavel independente.
Entretanto, por ser conveniente, na Definicao, serao consideradas como EDOs apenas as
equagoes com uma variavel dependente. Assim, por razdes praticas e tedricas segue a

seguinte definicao de EDO:

Definicao 1. (ZILL, 2014, p. 3) EDO de ordem n é uma funcgao definida implicitamente

por:

F(x7y7y/7y//7 ,y(n)) == 0 comn 7é 0

A fungdo y = y(z) é desconhecida e serd considerado que o Dominio e o
Contradominio sao os nimeros reais. Observe que nesta Defini¢do usou-se o termo “EDO
de ordem n”. A ordem é um tipo de classificacdo. Essa e outras classificagoes serdo

abordadas a seguir.

4.3 Classificacdo das Equacdes Diferenciais Ordinarias

Para se determinar os métodos apropriados de solucoes é 1util classificar as
EDOs quanto a ordem, linearidade e homogeneidade. A equagao usada na pesquisa sera
a EDO Linear Homogénea com Coeficientes Constantes de Segunda Ordem. Por isso,

primeiro, serdo apresentadas as classificacoes das EDOs.

4.3.1 Quanto a ordem

Observe que nas EDOs a maior derivada pode ser a primeira derivada ou
a segunda derivada ou a terceira derivada, e assim por diante. “Primeira”, “segunda”,
“terceira” sao as ordens da derivada. Isso sugere a nossa primeira classificacao que é por
ordem. Dessa forma, a ordem de uma EDO é a ordem da maior derivada (ZILL, 2014, p.
3). Assim, as EDOs a seguir sao respectivamente de primeira ordem, segunda ordem e

ordem n:
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dy )
Cdz Y=
d*q dg 1
L—+R—+—=q=0
az " ar Tt
dny dnfly dy
. an<x)% + Gn—1($)m +...+ al(x)% + ao(z)y = g().

4.3.2 Quanto a linearidade

Neste trabalho, as equagoes lineares foram escolhidas na realizacao da pesquisa
devido suas propriedades e métodos de resolugao especificos mais simples. Assim, sera
apresentada a seguir a classificacdo das Equacgao Diferenciais em relacao a sua estrutura,

ou seja, em linear ou nao linear.

Uma EDO de ordem n, na forma da Definicao 1, é linear se F for linear em
v, vy, ...,y(n) (ZILL, 2014, p. 3). Portanto, y e suas derivadas sdo do primeiro grau e

os seus coeficientes sao constantes ou dependem da variavel independente x.

Uma EDO que nao ¢ linear é classificada de nao linear. Serd exposto, a seguir,
exemplos de EDOs nao lineares, de forma a ficar mais claro o que a equagao nao pode ter

para ser linear:

(y)dy T
[ ] —_— 5 =
gt +oy =ce
a0 g .
L4 @‘FESHI(Q) :O
dy
o 2 =y — ky?
dt Y Y

No primeiro exemplo, o coeficiente da derivada depende de y, mas o coeficiente
s6 poderia ser uma constante ou depender de z. No segundo exemplo, a fungao sin(#) nao
é linear. No terceiro exemplo, y nao é do primeiro grau (se uma EDO é linear entao y e

suas derivadas sdo do primeiro grau). Assim, todos sao exemplos de EDOs néao lineares.

4.3.3 Equacdes Diferenciais Ordinérias Lineares Homogéneas

As Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) Lineares podem ser classificadas
em Homogéneas e Nao Homogéneas. Na subse¢ao anterior, foi apresentado um conceito
para EDOs lineares. Entretanto, a homogeneidade de EDOs Lineares esta relacionada
a forma algébrica especifica de uma EDO Linear. Por isso, primeiro sera apresentada a

seguinte Defini¢ao para equacao linear:

Definigao 2. (ZILL, 2014, p. 126) Uma equagao diferencial ordindria é chamada de

equacao linear na varidvel dependente y se pode ser escrita na forma:
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dny 4! d
+ap i (x )an +...+a1(x)£ +ao(x)y = g(z). (ZILL, 2014, p. 126)

() ==

dz™

Nesta equagao a,(z) # 0 e os coeficientes a;(z), i = 0, 1,2, ...,n sdo lineares
e continuos. Dai essa equagao é classificada em homogénea se g(x) = 0, por outro lado
se g(z) # 0 a equacao é classificada como ndao homogénea. Portanto, tem-se a seguinte

Defini¢ao para EDO homogénea:

Definicao 3. (ZILL, 2014, p. 126) Uma EDO de ordem n, linear, é chamada de equagdo

homogénea na variavel dependente y se pode ser escrita na forma:

dny dn—ly dy
Ay o — = 0.
an(z )dx” + an-1(z )dx"* + "‘al(x)dx + ao(z)y
Note que substituindo v/, 3", 4", ..., y(n) por 0 obtém-se uma solucgao, trivial,

dessa equacao. Mas, ainda nao foi abordado formalmente sobre o que seria uma solugao
dessas equagoes, isso serd feito na secao 4.4. Antes disso, serd abordada a classificagdo de
EDOs Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes. Essa serd a EDO utilizada na

pesquisa.

4.3.4 Equacdes Diferenciais Ordinarias Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes

As EDOs Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes se caracterizam
por conta de todos os seus coeficientes serem constantes. Dessa forma os coeficientes a;(x),
1=20,1,2,...,n da Definicao 3 serao constantes reais. Um exemplo é:
d*q dg 1
e’
dt? a C

Neste exemplo, a variavel dependente é ¢ = ¢(t), a independente é t e L, R e

—q=0

C € R. Observe que L, R e C nao dependem de t e s@o constantes reais. Assim a equacao
do exemplo é uma EDO Linear Homogénea com Coeficientes Constantes. Este tipo de

EDO sera formalizado na seguinte Definicao:

Definicao 4. Uma EDO de ordem n, linear, é chamada de equa¢cGo homogénea com
coeficientes constantes na varidvel dependente y, sendo a,,a,_1, ..., a; constantes, se
pode ser escrita na forma:

dny dnfly

d
dn+n1 +. +a1y+a0y—0

dzn—1 dx
4.4 Solucdo de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Um dos objetivos especifico é a deducao detalhada das solugoes das EDOs
Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes de Segunda Ordem. Para isso, inicial-

mente, serd discutido sobre a solugdo de uma EDO em geral. Assim, considere uma EDO
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de ordem n conforme Defini¢do 1. Em uma equagao sabe-se que a solugao é o valor que

torna a equagdo uma identidade. Também é assim para EDOs. Formalizando:

Definicao 5. (YARTEY; RIBEIRO, 2017, p. 12) Seja I um intervalo e y(x) uma fungao
definida em I. Dizemos que y(x) é uma solugdo explicita da Equagio Diferencial

Ordinaria de ordem n, no intervalo I, se satisfaz as sequintes condicoes:

1. A fungao y(x) é n vezes diferencidvel em I.

2. Substituindo y(x) e suas derivadas na equagio F(x,y,y',y", ... ,y<n)) =0, obtém-se

uma identidade verdadeira para todo x € 1.

Como exemplo serd verificado se a seguinte funcao y = e~ % 4+ 2 — 1 é uma

d
solucao da EDO d—y +y = z. De fato, substituindo y na EDO, resulta que o lado esquerdo
x

da equacao é:

dx + dx

Dai, como o lado direito da equagdo é x, conclui-se que x = z < 0 =0 (que é

uma identidade). Portanto, a fungdo y = e™* 4+ 2 — 1 é uma solugdo da EDO.

4.5 Método da equacao auxiliar

O método da equagao auxiliar ou equagao caracteristica é comumente utilizado
para encontrar solugoes para as EDOs Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes
de ordem n dada na forma da Definicao 4. Sera utilizado um exemplo para ilustrar como

esse método pode ser aplicado.

Exemplo: encontrar a solucao da equacao ay” + by’ + cy = 0, onde a, b e ¢ s@o
constantes reais. Primeiro, note que isolando ay” ou by’ ou cy no primeiro membro, segue
que cada um desses termos sao combinacoes lineares dos outros termos. Isso sugere que

a funcdo y e a sua derivada primeira e segunda sao “semelhantes”. Entao, uma funcao

elementar com essas caracteristicas ¢ a funcio exponencial, pois, se y = e""**

entdao iy = me'.

,comm € R,

Realmente, as solugoes da EDO linear homogénea de coeficientes constantes

ML ¢ isso pode ser verificado substituindo a solucao y = €**. Os

sao da forma y = e
valores de m serdo encontrados a partir da equacgao auxiliar relacionada a EDO a ser

resolvida e serd mostrado a seguir que eles serao as raizes da equacgao caracteristica.
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Assim, no nosso exemplo, serd feita a substituicdo da funcio y = "% e das
suas primeira e segunda derivada na EDO para verificar se a funcao ¢ solucao ou nao. De

fato, substituindo, na equacao do exemplo, tem-se:
am?e™ + bme™T 4 e =0 <«  eM(am?®+bm+c) =0
Dai, como a funcao exponencial é sempre diferente de zero, segue que:
am?+bm+c=0

Essa é a equacao auxiliar ou equagao caracteristica relacionada a EDO do
exemplo. Note que como a EDO ¢é de segunda ordem, a equacao caracteristica é uma
equacao polinomial 22 grau. Portanto, realmente para a EDO do exemplo, a fun¢ao
y = "™ ¢ solucao desde que a equacio caracteristica am? 4+ bm + ¢ = 0 também tenha
solugdo. A partir dai, resolvendo a Equacao do Segundo Grau existem trés casos a depender
do discriminante da equacao auxiliar, sendo no primeiro caso o discriminante positivo, no
segundo igual a zero e no terceiro negativo. Esses casos serao abordados na préxima se¢ao
e na deducao detalhada da solugao desses tipos de EDOs de segunda ordem.

Por agora, note que a EDO linear homogénea de coeficientes constantes na

mx

variavel dependente y tem solugao da forma y =e e sempre é possivel encontrar uma

equacao auxiliar, para encontrar os “m”. Portanto, dada a EDO de ordem n
dny dn—ly dy
A A T =0 11
o +a 1 + .+ a1 + ap(z)y (4.1)

Tem-se a seguinte equagao auxiliar de grau n associada a ela:

a,m"™ + a,_m"™ 1 +...+am+ay=0 (4.2)

4.6 Solucao de EDOs Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes de

Segunda Ordem

Para evitar repeticdo, nesta secao as EDOs Lineares Homogéneas com Coe-
ficientes Constantes serdao denominadas de simplesmente EDOs. Na secao anterior, foi
apresentado o método da equacgao auxiliar de grau n, que encontra solucoes da forma

y = e para uma EDO de ordem n, onde m serd as raizes da equacio auxiliar.

Agora, considere o caso de uma EDO de 2% ordem: ay” + by’ + cy = 0, onde
a, b e ¢ sdo constantes e a varidvel independente é t. J4 sabemos que a solucao serd do
tipo y = €' e a equacdo auxiliar associada serd am? 4+ bm + ¢ = 0. Ao resolver essa
equagao temos duas solucoes m; e msy. Essas raizes tém trés casos a depender do valor do

discriminante A:
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Caso 1: A = 1? — 4ac > 0. Assim, as raizes sao reais e distintas, ou seja,

my, my € R emy # my e as solugdes encontradas da EDO serdo y(t) = "1l ¢ y(t) = eM2t.

Caso 2: A = b? — 4ac = 0. Neste caso, mi,ms € R e m; = my. Dai, a solucao
serd y(t) = et Serd visto mais adiante que é preciso encontrar duas solugdes e conforme
Zill e Cullen (2007, p. 174) essa outra solucao serd dada neste caso por y(t) = el

Assim, nossas solucdes sdo y(t) = el e y(t) = te1l.

Caso 3: A = b* — 4ac > 0. Entao, m;,my € C e m; # my. Dai, as raizes
complexas podem ser escritas assim: m; = a + i e my = o — i. Assim, poderiamos
escrever duas solugoes de forma andloga ao caso 1, mas, usando a férmula de Euler

conforme detalhado no préoximo Capitulo, na Secao 5.1, temos as seguintes solugoes
y(t) = e cos(Bt) e y(t) = e sen(Bt).

Antes de prosseguirmos serao apresentados algumas defini¢oes e consideracoes
com o objetivo de deduzir as solugdes gerais dos casos abordados anteriormente. A primeira

dessas defini¢oes é a de Solugao Geral - Equacoes Homogéneas:

Definigao 6. (ZILL; CULLEN, 2007, p. 160) Sejam y1, Yz, ..., Yo 1 solugoes linearmente
independentes para a equagdo diferencial linear homogénea de ordem n em um intervalo I.
A Solugao Geral para a equagao no intervalo dado é definida por y(t) = c1y1(t) + coyo(t) +

et Cuyn(t), em que cq, o, ..., c, SG0 constantes arbitrdrias.

Agora, usando a Definicao 4.6 para o caso n = 2, abordado anteriormente
em trés casos, tém-se a Solugdo Geral para EDO, a saber: y(t) = c1yi(t) + caya(t).
Sobre a linearidade das solugoes, sera abordado mais adiante, ainda nesta segao, por
enquanto considere que elas sao linearmente independentes. Entao, neste caso, as duas
solugdes encontradas, no caso 1,2 e 3, formam a Solugdo Geral da EDO da seguinte
forma: Caso 1: y(t) = cye ™10 + cote ™20 Caso 2: y(t) = cre M1t + cyte ™1 ¢ Caso 3:
y(t) = e (¢, cos(Bt) + ¢y sen(Bt)).

Portanto, a partir das solugoes “m” da equagao auxiliar, sendo o m € R, para o
caso 1 e 2, e m = a+ i € C para o caso 3, se obtém duas solugoes para EDO de segunda
ordem. Com essas duas solugoes pode-se encontrar a Solugao Geral das EDOs Lineares
Homogéneas com Coeficientes Constantes de Segunda Ordem, bastando substituir as duas

solugoes na Defini¢do de Solucao Geral - Equagdes Homogéneas.

Outro conceito a ser abordado ¢ a independéncia linear do conjunto das
solucoes, para verificar se as solugoes sao linearmente independentes, possibilitando assim
a aplicacao da Definigdo das solugoes gerais (que requer o uso de solugbes linearmente
independentes). Neste contexto, utilizaremos os conceitos de Algebra linear de dependéncia
e independéncia linear de n vetores de um espaco vetorial n, sendo, no nosso caso especifico,

n fungoes ou solugdes do espago vetorial das solugoes de uma EDO de ordem n. Dessa
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forma, a proxima Definigdo é de Independéncia Linear de fungoes (solugoes):

Definigao 7. Dizemos que o conjunto de fungoes fi(x), fo(x), ..., fu(z) € linearmente
independente em um intervalo I se ¢y = co = ... = ¢, = 0 for a unica solugdo, para

todo x do intervalo, de:

lel(x) —+ CQfQ(I) + ...+ Cnfn<l’> =0

Por outro lado, caso o conjunto de fungdes fi(x), fo(z), ..., fu(z) ndo seja
linearmente independente, entao denominaremos esse conjunto de linearmente depen-
dentes. Observe que, utilizando essa Defini¢ao, se existir outra solucao além da trivial,
entao é certo que esse conjunto ¢ linearmente dependente, mas em relacao a provar a
independéncia linear, mesmo no caso em que nao se encontre essa solucao, nao ¢ garantido
que essa solugao nao exista e provar essa nao existéncia nao é tao simples, dessa forma,
em geral, a Definicdo 7 nao ¢ adequada para ser utilizada para verificar se um conjunto

de fungoes é linearmente independente.

Assim, usaremos outra Defini¢do equivalente que é a do Wronskiano (que
normalmente é visto nos livros da disciplina de EDO como teorema). Ela é uma ferramenta
pratica normalmente usada para garantir a independéncia linear de n fungdes relacionando
o determinante das fungoes e suas derivadas da seguinte forma, conforme adaptado de

Zill e Cullen (2007, p. 149):

Definicao 8. Se fi(z), fo(x), ..., fu(z) sdo diferencidveis em pelo menos n — 1 vezes e o
determinante
h for oo a
fi fs o1
W(f17f27"‘7fn>: :1 :2 . .

AT e

for diferente de zero em pelo menos um ponto x do intervalo I, entdo as funcoes

y1(x),y2(x), ..., yn(z) sdo linearmente independentes no intervalo.

O determinante da Definicdo anterior é denominado de Wronskiano e
pode também ser denotado como W (yi,¥s, ..., y,). Portanto, agora podemos verificar a
linearidade das solugoes da EDO de segunda ordem vista anteriormente para cada um
dos seus trés casos. Sera usada como variavel independente o “t”, de tempo, pois, essa
serd a variavel usada na deducao da pesquisa.

Para o Caso 1 a Solucao Geral ¢ y(t) = ce™? + ™2t Vamos verificar

mqt e emgt

se realmente as solugoes e sao linearmente independentes como foi suposto
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anteriormente. De fato, o Wronskiano é dado por:

mlt mgt

€ (&

W(t) =

rit mgt

mie mee

Observe que (mg —my) # 0 e e(ma +my)t # 0. Portanto, esse conjunto de solugoes é
realmente independente e forma uma Solucdo Geral. A verificacao para os casos 2 e caso

3 serao feitas na Se¢do 5.1 do proximo Capitulo.

4.7 Equacoes Diferenciais Ordinarias e o Circuito Indutivo, Capacitivo E
Resistivo (RLC)

Nesta parte do trabalho se iniciara a utilizacao dos conceitos e da teoria de
EDOs em Circuitos RLC. Para isso, primeiro sera abordado um pouco mais sobre os

Circuitos.

Anteriormente, foi apresentado que o Circuito RLC é composto por trés
elementos, a saber, Resistor (R), Indutor (L) e Capacitor (C). Dessa forma quando o
circuito RLC esté funcionando, ou seja, alimentado por uma fonte externa (por exemplo

uma bateria) ocorre alguns fenénemos devido as caracteristicas desse circuito.

Nesse sentido, um desses fendmenos é a queda de tensdo. No Indutor a queda
de tensao, segundo Nilsson e Riedel (2015, p. 191), é a taxa de variagdo da corrente ao
longo tempo. Em simbolos é dada pela equagao (4.3), sendo V, a queda de tensao medida
em volts no Indutor, L a induténcia medida em henrys e di/dt a taxa de variagdo da

corrente, medida em amperes, em relacao ao tempo, medido em segundos.

V, = L(di/dt) (4.3)

Ainda sobre a queda de tensao, no Resistor ela é proporcional a corrente e a
resisténcia, ou seja, é expressa pela equagao (4.4). Sendo Vi a queda de tensdo, em volts,
no Resistor, R a resisténcia elétrica, em ohms e I a corrente elétrica em amperes. De
acordo com Nilsson e Riedel (2015, p. 32), esta equagao é conhecida como lei de Ohm, em
homenagem ao fisico alemao Geor Simom Ohn que demonstrou sua validade no inicio do
século XIX.

Ve =RI (4.4)

Por fim, no Capacitor, de acordo com Boylestad (2012, p. 336), a Defini¢ao
da sua capacitancia C, medida em farads (F), é definida como a razdo entre a carga
armazenada ¢ e a tensao aplicada ao Capacitor, ou seja, em simbolos é representada pela

igualdade 4.5. Dai segue que a queda de tensdao no Capacitor é dada pela equagao (4.6),
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sendo Vo a queda de tensao no Capacitor, dada em volts, C' a capacitancia do Capacitor,

medida em farads (F) e ¢, dado em coulombs (C), a carga acumulada no Capacitor.

¢ = ralt (4.5)
Vo = éq(t) (4.6)

Assim, quando o Circuito RLC esta em funcionamento existe essas trés quedas
de tensao em cada um dos componentes. Observe que na primeira tem uma derivada (taxa

de variagao). Isso sugere que pode ser utilizada uma EDO para modelar esses fendmenos.

Portanto, pelo o que foi exposto na Secao 3.1, onde foram abordadas algumas
propriedades dos componentes do Circuito RLC, e o que foi exposto nesta se¢ao, quando
uma tensao elétrica ¢ aplicada a um circuito RLC, o Capacitor armazena carga elétrica, o
Indutor armazena energia magnética e o Resistor dissipa energia na forma de calor. A
carga elétrica e a energia magnética sao armazenadas e liberadas ao longo do tempo, o que
resulta em um comportamento dinamico do circuito. Para descrever esse comportamento,

sera utilizada uma EDO que relaciona a carga com as propriedades elétricas do circuito.

Para isso, sera utilizada a lei das tensoes de Kirchhoff, que descrevem as
relagoes entre as correntes e tensdes em um circuito elétrico. Ela pode ser enunciada da
seguinte maneira: “a soma algébrica de todas as tensoes ao longo de qualquer caminho
fechado em um circuito é igual a zero” (NILSSON; RIEDEL, 2015, p. 40).

Uma consequéncia é que, de acordo com Boylestad (2012, p. 123), o somatério
das elevacoes de tensao no circuito ¢é igual ao somatério das quedas de tensao no circuito.

Em simbolos ela esté representada em (4.7).
Z V;:levag()es = Z unedas (47)

Portanto, considere um circuito RLC em série, em que a corrente elétrica ¢é a
mesma em todos os componentes, ligado a uma fonte externa de tensdo F. Essa fonte de
tensao é o somatério das tensoes de elevagdo do circuito. Entao pela equagao (4.7), num
instante t, em segundos, a soma das quedas de tensao é igual a fonte da tensao E, em

volts:
Z ‘/elevagées = E(t) (48)

Por outro lado, ja foram obtidas as equagdes das quedas de tensdes no Indutor
(4.3); Resistor (4.4) e Capacitor (4.6). Entao, pela lei das tensoes de Kirchhoff aplicada ao
circuito tem-se a equagao (4.9). Observe que essa equagao ainda ndo é uma EDO conforme
Definigao 1, pois possui duas fungoes, a saber, i(t) e g(t).

LS+ Rit éq(t) _ E@®) (4.9)
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Mas, de acordo com Yartey e Ribeiro (2017), a corrente é a derivada da carga
em relacao ao tempo. Entdo, é possivel simplificar a equagao (4.9) ao substituir a corrente
pela derivada da carga em relagao ao tempo e a derivada da corrente pela segunda derivada
da carga em relacao ao tempo. Fazendo as substituicoes, a equagao (4.10) é obtida:

d*q dg 1
L-— +R-—+ = -q=E(t 4.10
o o T o a=EW (4.10)

Considerando as condicoes iniciais do circuito RLC, em que nao ha uma fonte
de tensao externa atuando sobre ele, tem-se (E(t) = 0). Nesse caso, a equagao que descreve
o comportamento do circuito é:

P gdi 1. (4.11)
a2 at ¢ 1T ‘

Essa tltima equagao é¢ uma EDO Linear Homogénea com Coeficientes Constan-
tes de Segunda Ordem, sendo ¢ a variavel dependente e t a variavel independente. Neste
trabalho, um dos objetivos é deduzir de forma detalhada as solugoes gerais das EDOs
desse tipo. Dessa forma, serd possivel aplicar essas solugdes a equagao (4.10) relacionada
ao circuito RLC.

Apo6s a deducao, serao realizados, conforme procedimentos metodologicos, os
demais procedimentos previstos na pesquisa, tais como identificar e descrever os conteidos,
as habilidades, as competéncias e o ano escolar dos conteiidos da Matematica Basica

usados na deducgao, além de analisar a forma como foram utilizados.
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5 DEDUCAO DAS SOLUCOES E RESULTADOS

Em conformidade com os procedimentos metodolégicos, neste Capitulo, pri-
meiro sera realizada a dedugao das solugoes das EDOs relacionadas ao Circuito RLC,
sendo destacado diretamente, de forma conveniente, contetidos da Matematica Béasica
através do uso do negrito e de retdngulo azuis. Apds a etapa anterior, esses conhecimentos
da Matemaética do Ensino Fundamental e Médio serao descritos ou apresentados por meio
de tabelas.

5.1 Deducao das Solucoes Gerais das Equacdes Diferenciais Ordinarias de 22

Ordem relacionadas ao Circuito RLC

Na ultima secdo foi obtida a equagao (4.11) que descreve o funcionamento
de um Circuito RLC em suas condigoes iniciais, em que nao ha uma fonte de tensao
externa atuando sobre ele, ou seja, E(t) = 0. Esta é uma EDO Linear Homogénea com
Coeficientes Constantes de Segunda Ordem na varidvel ¢ = ¢(t). Assim, para simplificar a

escrita, considere a mesma EDO, na variavel y = y(t) com ¢ € I:

ay’ +by +cy=0, coma,bccR (5.1)

Essa EDO foi usada como exemplo nas secoes 4.5 e 4.6. Nestas secgoes, foi
visto que por conta da EDO ser de segunda ordem, entao teremos duas solugoes y; € 4o

formando a sua Solucao Geral que serd dada por:
y(t) = ciyn(t) + caya(t) (5.2)

Procura-se determinar as fungoes y = y(t) que atendam a EDO 5.1. Inicial-
mente, serao determinadas duas solugoes linearmente independentes () e y2(t) para se
poder formar a Solugao Geral. Dessa forma, pelos mesmos motivos discutidos na se¢ao

sobre o método da equacao caracteristica, as solugoes serao do tipo:
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Substituindo na EDO obtém-se:

am2e™ 4 bme™ 4 et =
Agora, usando a fatoracao por fator comum em evidéncia:

(am® + bm + c)emt =0

Note que et pode ser simplificado (dividindo ambos os membros da equagao
por esse termo), pois se trata de uma fungido exponencial e por isso et #0,VteR,

entao concluimos que:

b= Vb? — 4dac

am? +bm+c=0. Dai, m= 5 — equagao do 2% grau
a

Portanto, para determinar o “m” deve ser resolvida a equacao caracteristica do
2° grau. Dessa forma, sera divido em trés casos a depender do discrimante A = b? — 4ac.
Esses casos sao A = b* — 4ac > 0; A =b*> —4ac =0 e A = b?> — 4ac < 0. Em cada caso
serdo encontradas duas solugoes linearmente independentes que satisfazem a EDO 5.1 e

essas solugoes serao substituidas na equacao de Solucao Geral 5.2.

5.1.1 Deducao do primeiro caso

Caso 1: A = b? — 4ac > 0. Assim, as raizes sdo reais e distintas, ou seja,

mi,ma € R e my # my e as solugdes encontradas da EDO serdo y(t) = 1l e y(t) = 2l

Agora, vamos verificar se as solugoes sao linearmente independentes. Para isso,

sera calculado o Wronskiano das solugoes que € o seguinte determinante:

emlt emgt
Wi(t) =

mlt mgt

mie mec€
Resolvendo o determinante e usando as propriedades das poténcias de
mesma base:
W(t) — m26(m1 —+ mQ)t _ mle(ml + mg)t

W(t) = (mg — my)elM +ma)t,

Observe que (mag—my) #0e e(ma +ma)t # 0. Portanto, o conjunto de fungoes

formado pelas duas solucoes é realmente linearmente independente e forma a Solucao

Geral: y(t) = 1Ml 4yl para este caso.
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5.1.2 Deducao do segundo caso

—b
Caso 2: A = b> —4ac = 0. Entdo, tem-se duas raizes iguais, a saber, m; = my = 2
a

€ R e uma solucao é a fungao exponencial y; = et

Dessa forma, é preciso encontrar outra solugao linearmente independente para

formar a Solugao Geral. Dai, conforme Yartey e Ribeiro (2017, p. 99), usando a variagao

mlt

dos pardmetros: se y; = 1!, entdo a segunda solucao é da forma yo(£) = u(t)e". Assim,

7

a primeira derivada (y2)'(t) é:
(y2)'(t) = wemt 4 mue™
E a segunda derivada (y9)"(t) é:
(y2)"(t) = u”eMt 4+ ma/eMt 4 ma/eMt 4 m2ye™
()" (t) = "™ + 2ma/eM + m2ue™t
Substituindo na EDO (5.1):
a(w"e™ 4 2mu'eN + m2ue™b) + b(w'e™ + mue™) 4 (™) =0

au’ et + 2amu’ emt + am2ue™ +bu! emt + bnue™ + cue™ = 0

au"e™ 1 2amu'e™ + bu'e™ 4 (amA-bmr T cJue™ = 0

au”e™t + 2ama/e™t + bule™ =

au’e™ 4+ (2am + byu'e™mt = 0.

Substituindo m = <2> (por ser o Caso 2), resulta em:
a

au”e™ + | (2a Tolue™ =0 = au'e™ =0

2a
Logo, por et # 0 e a # 0 deve-se ter:

=0 <= u(t)=p < u(t) =pt+q, comp,qg€eR
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Toma-se, por simplicidade, p =1 e ¢ = 0. Assim u(t) = ¢.

Portanto, (y1)(t) = el ¢ (y2)(t) = temt, Agora, vamos verificar se o conjunto

formado por essas solugoes é linearmente independente. De fato, o Wronskiano é dado por:

6mt ¢ emt

Wi(t) =
Q me™ Mt 4 et
Resolvendo o determinante e usando as propriedades das poténcias de

mesma base:
Wi(t) = 2t 4 2t _ pppe2mi

Wi(t) = e2mt

Portanto, o Wronskiano é diferente de zero para todo t € R. Logo, o conjunto
de fungoes formado pelas duas solugoes é realmente linearmente independente e forma a

Solucao Geral y(t) = 1 + cote™? para o caso 2.

5.1.3 Deducao do terceiro caso

Caso 3: Se b — 4ac < 0, entdo pode-se considerar m; = o+ i3 e my = a — i3 sendo

—b b? — dac
2) e B = D — Numeros Complexos
a

nimeros complexos com o = ( 5
a

Dali, tem-se

() (t) =™ e (go)(t) = ™2,

Substituindo as raizes complexas:

()(t) = @ TR o ()() = @~ BN, (5.3)

Note, que ja temos duas solugoes ¥, e 2, pertencentes aos Numeros Complexos,
candidatas a formar a Solugao Geral, “porém, na pratica, preferimos trabalhar com fungoes
reais, em vez de exponenciais complexas” (ZILL; CULLEN, 2007, p. 174).

Assim, vamos encontrar duas solucgoes reais a partir das solu¢des complexas

(5.3) ja encontradas. A Solucao Geral até agora é:

y(t) = ey (t) + caya(t)

y(t) = C]_e(a + Zﬂ)t + 026(a - Zﬁ)t
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Dai, usando a distributiva e as propriedades das poténcias:

at it at it

y(t) = cie + e

Pela féormula de Euler, tem-se a seguinte relagao entre exponenciais complexas

e a Fungdo Seno e Fungio Cosseno: /% = cos(z) +isen(z) e e % = cos(x) — i sen(z).
Assim, €7t = cos(Bt) + isen(Bt) e e~ = cos(Bt) — isen(Bt). Entdo, y(t) é:

() = 1™ [cos(Bt) + i sen(B1)] + cre® [cos(Bt) — i sen(Bt)] = erys (£) + ea9(t).
— yi(t) = ™ [cos(Bt) + isen(Bt)] e ya(t) = eX[cos(Bt) — i sen(St)]

Pode-se combinar linearmente y;(t) e ya(t), de forma conveniente, para formar
t t t) — ys(t
outras solugoes mais simples. Fazendo y3(t) = yl();’w() e ya(t) = ?/1()2y2()
i

Portanto, simplificando as fragoes, tem-se as seguintes solugdes para o Caso 3:

e Tcos isen oS — isen
) - 2 eos0) +isen1) o)~ isen(1)

e 12 cos
ys(t) = '[2'2 (52)] — y3(t) = et cos([t);

e [cos 7sen — COS 78en
() = [cos(Bt) + (ﬁ;)z_ (Bt) 4 isen(5t)]

at [2 i sen
ya(t) = c .[2'122' G) > yu(t) = eatt sen(ft).

Logo, temos duas solugdes reais candidatas a formar a Solucao Geral, a saber,
ys(t) = e cos(Bt) e yu(t) = e sen(Bt), ou seja, antes as solugdes eram exponenciais
complexas e agora a primeira solu¢ao ¢ uma exponencial real multiplicada pela Funcao
Cosseno e a segunda solucao ¢ uma exponencial real multiplicada pela Fungao Seno.

Dessa forma, elas formam a seguinte Solugao Geral y(t) para o caso 3:
y(t) = cys(t) + capu(t) == y(t) = cre™ cos(Bt) + c2e sen(t)
Falta a verificacao se estas solugoes realmente sdo linearmente independentes.

De fato, o Wronskiano é dado por:

e cos(Bt) e sen(Bt)

W) = e cos(ft) — Bet sen(/t) et sen(ft) + Be cos(3t)
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Resolvendo o determinante e usando as propriedades das poténcias de

mesma base: :

W(t) = ae20t sen(3t) cos(ft) + ﬁeQO‘tCOSQ(Bt) — qe2at sen(ft) cos(ft) + Be2atsen2(ﬁt)

Simplificando os dois termos destacados e usando a fatoracao por fator

comum em evidéncia, colocando em evidéncia o termo BGQO‘t:

W (t) = Be2 [sen®(Bt) + cos?(5t)]

Usando, a relagao fundamental da trigonometria sen?(z) + cos?(x) = 1,
para x = [5t, obtém-se:

W(t) — 562@75

Note que se 8 # 0, entdo o Wronskiano W (t) # 0, para todo t € R e de fato
por hipétese 5 # 0, pois caso § = 0, entao as raizes m; = a + i3 e mg = o — i[5 seriam
reais e iguais, ou seja, estarfamos no caso 2 ja abordado. Portanto, ys(t) = et cos(ft)
e ya(t) = e sen(Bt) formam um conjunto linearmente independente e constituem a

seguinte Solugao Geral y(t) para o caso 3:
y(t) = crys(t) + coa(t) <= y(t) = 1™ cos(Bt) + coe® sen(St)

Observe que nesta Solucao Geral temos apenas funcoes reais e m; = a + i e
me = o — i3, ou seja, a é a parte real da raiz da equacao auxiliar e 3 é a parte imaginaria.
Portanto, assim como nos outros casos, para encontrar a Solugcao Geral basta resolver a

equagao auxiliar e substituir os dados adequados na equagao geral de solugao 5.2.

5.1.4 Exemplos simples do uso das Soluciao Gerais das EquacSes Diferenciais Ordinarias de

22 Ordem relacionadas ao Circuito RLC

Nesta subsecao sera feito alguns exemplos simples de cada caso para mostrar
a aplicacao da féormula e também destacar o protagonismo da Equagao do Segundo
Grau na resolucao das EDOs Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes de
Segunda Ordem. Além disso, essa subsecao tem o papel de ser mais acessivel ao aluno do
Ensino Fundamental e Médio, sendo uma alternativa ou complemento para a deducao
feita anteriormente. Nestes exemplos nao usaremos a EDO 5.1: ay” + by’ + cy = 0 e sim a
EDO 4.11 e seus coeficientes:

d*q dg 1
.24 L g =
az g tee=0



Geral é:

1
Exemplo Caso 1: L=1,R=—-5,C' = 6 Entao temos a seguinte EDO:

d? d
d73—5d—z+6q20 < ¢ —5¢ +6y=0

A equacao auxiliar é:

m2—5m+6=0

As raizes sao m; = 3 e m; = 2. Portanto a Solucao Geral é:

3t 2t

q(t) = c1e”” + coe

1
Exemplo Caso 2: L=1,R=—-4,C = 1 Entao temos a seguinte EDO:

2qg  d
Tg—4£+4q:o e ¢ —4qd +4g=0

A equacao auxiliar é:

m?—4m+4=0

As duas raizes sao iguais e m = 2. Portanto a Solucao Geral é:

2t 2t

q(t) = c1e”” + cote

1
Exemplo Caso 3: L=1,R=4,C = 3 Entao temos a seguinte EDO:

&Pq  d
TAHAT 480 =0 > ¢'+4d +8¢=0

A equacao auxiliar é:

m2+4m+8=0
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As duas raizes complexas sdo m; = —2+2i e my = —2—24. Portanto a Solugao

q(t) = cre 2t cos(2t) + coe 2t sen(2t)

5.2 Conteldos da Matematica Basica utilizados na deducao

Agora que ja foi feita a deducgao, se iniciara a apresentacao e descri¢ao

dos conhecimentos mateméaticos do Ensino Fundamental e Médio que foram utilizados.

Foram destacados diretamente no texto, respectivamente, os seguintes contetidos em
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negrito: Fatoracao por Fator Comum em Evidéncia, Funcao Exponencial, Determinante,
propriedades das poténcias de mesma base, Funcao Seno, fra¢oes, Funcao Cosseno e a
Relagao Fundamental da Trigonometria e com retangulos azuis: Equacao do 2° Grau e

sua férmula resolutiva, Fung¢ao Exponencial e Nimeros Complexos.

Em resumo, temos os seguintes 5 (cinco) grupos de conteidos: 1. Numeros
Complexos; 2. Funcao Exponencial; 3. Fungao Seno, Funcao Cosseno e Relagdo Funda-
mental da Trigonometria; 4. Equacao do 2° Grau e sua férmula resolutiva, Fatoracao
por Fator Comum em Evidéncia, propriedades das poténcias de mesma base e fragoes;
5. Determinantes. Dessa forma a identificagao, descricao e analise da forma que foram

utilizados os conteuidos seguira essa ordem.

Iniciaremos com os os Niumeros Complexos, que foi um dos assuntos da
Matematica Bésica utilizado na dedugao e o mais iconico deste trabalho. Serao feitas
algumas consideragoes e discussoes sobre a importancia e a relagao com outros assuntos

da Matematica e se esse contetido esta presente no curriculo do Ensino Médio.

Em relagdo a importéncia, segundo Lima (1984), o “Teorema Fundamental da
Algebra” prova que todo polinémio de grau n possui n raizes complexas. Dessa forma, nos
Numeros Complexos, é possivel estudar as equagoes algébricas de forma mais completa.
Por essa razao, frequentemente, o estudo dos Numeros Complexos precede o tépico de
Polinémios, que também é outro assunto mateméatico importante.

Entretanto, a importancia dos Ntimeros Complexos, e a relagdo com outros

assuntos da Matematica, nao se limita apenas ao “Teorema Fundamental da Algebra” e
suas consequéncias.

Eles se fazem presentes em praticamente todos os grandes ramos da
Matemética como Algebra, Teoria dos Nimeros, Topologia, Geometria
(Analitica, Diferencial ou Algébrica), Andlise, Equagdes Diferenciais e
em aplicagdes como Fisica Matematica, Dinamica dos Fluidos, Eletro-
magnetismo, etc. A Teoria das Fungoes de Varidvel Complexa é uma drea
nobre, de grande tradigdo matematica e, ao mesmo tempo, com notavel
vitalidade, refletida na intensa atividade de pesquisa que se desenvolve
nos dias atuais (LIMA, 1984, p. 3).

Outra consideracao é se os Numeros Complexos é (ou nao é) um assunto
do Ensino Médio. Nesse sentido, o trabalho de Correia e Santos (2020), que descreve a
apresentacao do conteido dos Numeros Complexos em livros didaticos do Ensino Médio
desde os anos 90, a partir da andlise de livros didaticos de 1997, 2005 e 2016, mostra que

esse conteudo esteve presente no Ensino Médio.

Mas, os Numeros Complexos nao estao na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) (BRASIL, 2017). Nao ha qualquer men¢ao a esse tema no documento, e nem sao
estabelecidas habilidades especificas relacionadas aos Nuimeros Complexos. Além disso,

segundo Menezes (2021), esse assunto nunca foi objeto de uma questao do ENEM no
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periodo de 2009 a 2019. Dessa forma, atualmente, os Nimeros Complexos nao é mais um
tema tipicamente estudado no Ensino Médio.

E importante destacar que o contetido dos Ntimeros Complexos esté presente
nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN). No entanto, As Orientagoes Educacionais

Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais determinou que o tema Numeros
Complexos é opcional no curriculo, apresentando a seguinte justificativa:

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliacao
do conjunto numérico, introduzindo os niimeros complexos. Como esse
tema isolado da resolucao de equagoes perde seu sentido para os que nao
continuarao seus estudos na &area, ele pode ser tratado na parte flexivel
do curriculo das escolas. (BRASIL, 2007, p. 122).

Assim, até mesmo antes da BNCC, que excluiu o conteiido de Numeros
Complexos do Ensino Médio, ja existia a concepcao que esse tema poderia nao ser
ensinado na escola. Portanto, é oportuno ressaltar que as aulas sobre Niimeros Complexos
podem ser praticas, com uso de tecnologia e com qualquer metodologia de ensino e nao se

restringe apenas ao seu importante conceito abstrato.

Nesse sentido, Dagostim e Pettres (2016) apresentam dois exemplos de aulas
praticas e diferenciadas com Numeros Complexos: o primeiro exemplo envolve a utilizacao
do aplicativo Geogebra, enquanto o segundo aborda atividades que relacionam e aplicam
Numeros Complexos no Circuitos RLC, proporcionando uma ilustragao concreta da

utilidade e importancia dos Numeros Complexos.

O proximo conteudo da Matematica Béasica bastante utilizado na deducgao, e
que inclusive faz parte das solucgoes gerais, é a “funcao exponencial”. Destaque especial ao
uso da caracteristica de sua imagem ser sempre positiva quando ela é da forma: y = a’. No
entanto, uma observagao importante é que essa propriedade é garantida pela auséncia da
soma de uma contante “b” na lei de formacao da fungao exponencial, ou seja, considerando

y = a’ + b, entdo a imagem pode incluir tanto o zero quanto os niimeros reais negativos.

Esse estudo em relacao as caracteristicas da funcao exponencial é feito no
Ensino Médio conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2017) e
envolve a identificacdo do dominio e imagem, além de outras andlises e relagoes conforme
a Tabela 1.

Outro conteudo utilizados na deducao foram as Func¢dao Seno e a Funcao
Cosseno. Estes contetidos sao utilizados na féormula de Euler que é um belo exemplo da
relacao de Numeros Complexos e Trigonometria. Inclusive, conforme Carmo, Morgado
e Wagner (1992), as férmulas de adigdo das fungdes trigonométricas podem ser obtidas
através das propriedades dos Numeros Complexos. Dessa forma, o contexto da utilizagao
foi algébrico e relacionado aos Nuiimeros Complexos, e nao limitado a trigonometria como

normalmente é abordado na escola.
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Habilidade/

N Descrigao Ano Escolar
Competéncia

Conteudo

Compreender e utilizar, com
flexibilidade e fluidez, diferentes
registros de representacao
matemaéticos (algébrico,
geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de | 1° ao 3° do EM
solucao e comunicacao de
resultados de problemas, de
modo a favorecer a construgao e
o desenvolvimento do raciocinio
matematico.

Analisar e estabelecer relagoes,
com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representacoes
de fungoes exponencial e
(EM13MAT403) | logaritmica expressas em tabelas | 1° ao 32 do EM
e em plano cartesiano, para
identificar as caracteristicas
fundamentais (dominio, imagem,
crescimento) de cada funcao.

COMPETENCIA
ESPECIFICA 4

Funcao
Exponencial

Tabela 1 — Descricao das habilidades e competéncias da Fun¢ao Exponencial.

Além disso, é importante ressaltar que a presenca da Funcao Seno, Funcao
Cosseno e as fungoes periddicas em geral nos fendmenos fisicos e em outras areas do
conhecimento é por conta, conforme Lima (1984), delas serem o instrumento adequado
para descrever os fendmenos periddicos. Assim, a utilizagdo constatada neste trabalho

nao se trata de um caso isolado.

Ainda na trigonometria, destaca-se a Relagdo Fundamental da Trigonometria
sen?(x) + cos?(x) = 1 utilizada no final do célculo do determinante Wronskiano do caso 3
de Numeros Complexos. Assim, foi possivel simplificar a expressao de maneira elegante
e concluir que o Wronskiano é diferente de zero, pois, apos a simplificagao, o valor do
determinante resultou em uma fun¢ao exponencial. Assim, da mesma forma que as fungoes
seno e cosseno foram utilizadas em um contexto algébrico, também ocorreu com a Relacao

Fundamental da Trigonometria sendo utilizada em um contexto nao geométrico.

A Funcao Seno e a Funcao Cosseno estao presentes na BNCC de forma
explicita na habilidade (EM13MAT306) conforme a Tabela 2. Por outro lado, a Relagao
Fundamental da Trigonometria esta presente de forma implicita na mesma habilidade
mencionada anteriormente, sendo essencial para a compreensao dos fendmenos periddicos

no contexto do Ensino Médio e contribuindo para o desenvolvimento da proficiéncia na

habilidade da BNCC (EM13MAT306).
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Conteudo Hablhd%de./ Descricao Ano Escolar
Competéncia
Utilizar estratégias, conceitos,
defini¢des e procedimentos
matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver
COMPETENCIA problemas em diversos

contextos, analisando a 12 a0 3° do EM
plausibilidade dos resultados
e a adequagao das solucoes
propostas, de modo a
construir argumentacao
consistente.

ESPECIFICA 3

Funcao Seno e
Fung¢ao Cosseno

Resolver e elaborar problemas
em contextos que envolvem
fendmenos periddicos reais
(ondas sonoras, fases da lua,
movimentos ciclicos, entre
(EM13MAT306) | outros) e comparar suas 1° a0 3°do EM
representacoes com as
fungoes seno e cosseno, no
plano cartesiano, com ou sem
apoio de aplicativos de
algebra e geometria.

Tabela 2 — Descricao das habilidades e competéncias da Fun¢ao Seno e Fun¢ao Cosseno

O préximo tema a ter a sua utilizacdo destacada é a Equacao do 22 Grau. Ela
foi muito utilizada na deducgao da Solugao Geral das EDOS Lineares Homogéneas com
Coeficientes Constantes de 2% ordem. Além disso, com o resultado encontrado na dedugao,
a resolugao desse tipo de EDO se resume a resolver equagoes do 2° grau e substituir na
Solugao Geral do caso 1, 2 ou 3, sendo que a classificagdo dos casos também é dada pelo

discriminante da equagao.

Assim, destaca-se o uso, nesta pesquisa, da féormula resolutiva da Equacao do
29 Grau, com especial destaque ao discriminante da equagao. Na BNCC, essa temaética
¢ vista em conjunto com os processos de fatoragao algébrica, conforme Tabela 3. Nesse
sentido, é oportuno abordar que também na deducao foram utilizados Fatoracao por Fator
Comum e Propriedades das poténcias de mesma base para simplificar as equagoes e EDOs.
Dessa forma, as habilidades da BNCC relacionadas a esses temas, que mais se aproximam
da forma como foram utilizados na dedugao, estao juntas na Tabela 3. Outro conteido
foram as fracdes que foram utilizadas para simplificar as solugdes do caso 3, entretanto,
a utilizacao foi breve e simples e por isso nenhuma habilidade da BNCC sera destacada

para esse conteudo.
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Habilidade/

N Descricao Ano Escolar
Competéncia

Conteudo

Compreender os processos de
fatoracao de expressoes
algébricas, com base em suas
relagoes com os produtos
notaveis, para resolver e elaborar
problemas que possam ser
representados por equagoes
polinomiais do 2° grau.

Efetuar calculos com poténcias de
expoentes inteiros e aplicar esse
conhecimento na representacao
de nimeros em notacao cientifica.
Resolver e elaborar problemas
usando a relagao entre
(EFO8MAO02) potenciacao e radiciacao, para 82 ano EF
representar uma raiz como
poténcia de expoente fracionario.

Equacao

do 20 g | (EF09MA09)

9° ano EF

(EFO8MAO1) 82 ano EF

Poténcias
(Propriedades)

Tabela 3 — Descri¢ao das habilidades e competéncias da Equacao do 2° grau, Fatoragao e
propriedades das poténcias

O 1ltimo assunto a ser destacado é Determinantes. Este contetudo foi utilizado
no calculo do Wronskiano que é um Determinante. Além disso, a dlgebra linear tem uma
forte presenca na fundamentacao tedrica do estudo de EDOs e assim surge também os

conteudos de Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares.

Na BNCC, assim como a relagao fundamental da trigonometria, os Determi-
nantes estao presentes de forma implicita. A habilidade associada é a mesma dos Sistemas
Lineares, dessa forma eles ja sao estudados em um contexto mais concreto. A habilidade
(EM13MAT301), relacionada aos Sistemas Lineares e Determinantes, estd descrita na
Tabela 4. Em geral, verificando os resultados, nota-se a existéncia de diversos contetdos
de Matematica Béasica de forma integrada, ou seja, o uso foi feito de forma dinamica e

simultanea.

Um exemplo, nesse sentido, sdo as solugoes y(t) = et ¢ y(t) = eMmat para o
caso 1 da dedugao feita anteriormente em 5.1. Ou seja, as duas solugdes nestes casos sao
fungdes exponenciais em que as constantes m; e ms sao determinadas pela resolugao de

uma equacao auxiliar de segundo grau.

Outro exemplo, com uso ainda maior de conhecimentos da Matematica Basica
ao mesmo tempo, é o caso 3 da mesma dedugao. Tendo como como solugoes: y(t) =
e cos(Bt) e y(t) = e sen(Bt). Neste caso, a primeira solugio é dada pela multiplicacio

da funcao seno com uma fungao exponencial de expoentes reais e a segunda solucdo
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¢ a multiplicagao da func¢do cosseno com uma fun¢ao exponencial de expoentes reais.
Além disso, a constante a da exponencial e a contante § da fungdo seno e cosseno sao

respectivamente a parte real e imaginaria da solugao da Equagao de 22 Grau auxiliar.

Portanto, nota-se que o uso nao foi dado de forma isolada e sim que esses
conceitos foram aplicados de forma continua. Dessa forma, embora principalmente na
aplicacao da férmula tenhamos calculos relativamente simples, por conta da quantidade
de conteidos envolvidos ao mesmo tempo, é necessario habilidade por parte do aluno
para relacionar varios conteiidos que normalmente sao abordados separados no Ensino
Fundamental e Médio. Além disso, é essencial o estudante possuir a habilidade de utilizar
esses conhecimentos de maneira abstrata, de forma a entender a linguagem matematica,
por exemplo, da deducao 5.1 feita na pesquisa. Assim, o aluno estara mais preparado para

aprender a Matematica e aplicd-la com habilidade no contexto concreto.

Logo, ¢ necessario que o estudante desenvolva a capacidade de abstragao em
relacdo a esses temas, além da compreensao da linguagem matematica e de seus conceitos.
Esse desenvolvimento torna-se mais acessivel quando o aluno se depara nao apenas com a
Matematica em contextos praticos e concretos, que sdo fundamentais para a assimilagao
dos conceitos e a motivagao do estudo, mas também de maneira abstrata e com maior grau
de dificuldade. Essa abordagem permite que ele se familiarize com o grau mais elevado de
complexidade exigido nas aplicagoes. Um exemplo dessa complexidade do conhecimento

matematico nas aplicagoes foi ilustrado nesta pesquisa.

Habilidade/

Conteud .
ontendo Competéncia

Descricao Ano Escolar

Utilizar estratégias, conceitos,
defini¢des e procedimentos
matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver
COMPETENCIA | problemas em diversos
ESPECIFICA 3 | contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a
adequacao das solugoes
propostas, de modo a construir
Determinantes argumentacao consistente.
Resolver e elaborar problemas
do cotidiano, da Matematica e
de outras areas do
conhecimento, que envolvem
equacoes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e
graficas, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

1° a0 3°do EM

(EM13MAT301) 1° a0 3° do EM

Tabela 4 — Descricao das habilidades e competéncias dos Fun¢ao Seno e Fun¢ao Cosseno
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente, é importante enfatizar novamente sobre a relacao da Matematica
com as outras areas do conhecimento, especialmente com a Fisica. Nesse sentido, no
segundo pardgrafo do Capitulo 4, de acordo com Yartey e Ribeiro (2017, p. 8), foi
apresentado que em muitas Leis Fisicas sao utilizados modelos matematicos que envolvem
a taxa de variacao, ou seja, a derivada, de uma grandeza fisica. Assim, esses fen6menos

fisicos sdo descritos por equagoes com derivadas, denominadas de Equacgoes Diferenciais.

Dessa forma, para se dar sentido pratico as equagoes matematicas obtidas
através das leis fisicas, é necessario, muitas das vezes, compreensao dessas leis ou de outros
conhecimentos de outras areas em que a Matemaética se aplica. Assim, embora existam
muitos exemplos elementares, conforme apresentado ao longo do trabalho, e seja possivel
contextualizar diversos contetiidos, é evidente que a maioria das aplicagoes, em especial as

tecnologicas, sé serdao acessiveis a longo prazo.

Nesse sentido, esse trabalho teve o papel de ilustrar, por meio de um exemplo,
como a Matematica estd muito presente no nosso cotidiano, inclusive em aplicagoes
tecnoldgicas e a importancia da Mateméatica do Ensino Fundamental e do Ensino Médio

nessas aplicagoes.

Além disso, neste trabalho, também se mostrou a necessidade dos estudantes
desenvolverem habilidades de manipulagao algébrica e dominio das propriedades operacio-
nais das fungoes envolvidas. Nesta pesquisa, exemplificou-se como os estudantes precisam

ter um dominio minimo sobre diversos conteudos da Mateméatica Basica.

Assim, nesta pesquisa além da necessidade de apresentacdo dos usos da
matematica que implica em aplicagoes em outras areas do conhecimento, tratado na
introducao, fica evidenciado também a importancia da exposi¢ao na escola de aplicagoes
e relagoes entre os proprios conceitos matematicos, além do potencial uso em diferentes
contextos, de forma que o estudante esteja mais preparado para usar esses conhecimentos

em contextos académicos ou profissionais.

Neste trabalho, também foi destacada a importancia e o uso de alguns contetidos
que, a primeira vista, podem parecer desprovidos de aplicagoes e inclusive essa foi uma das
motivagoes do trabalho. Um exemplo notavel é o dos Nuumeros Complexos, os quais muitos
estudantes podem ter a impressao de serem tuteis apenas para resolver os problemas sobre
os proprios Numeros Complexos dos livros didaticos. No entanto, esses nimeros tém uma
ampla utilizacdo na Fisica e Matematica. Da mesma forma, as fungoes trigonométricas
e seu emprego em fenémenos periddicos representam outro exemplo de utilizacdo em

contextos distintos do habitual na escola.
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De maneira geral, essas aplicagoes em outros contextos, incluindo os tecnoldgi-
cos, envolvendo os Numeros Complexos, Fungoes Trigonométricas, Equacao do Segundo
Grau e outros conteudos da Matematica Elementar sao predominantemente acessiveis
apenas em estudos avancados e especificos ou em ambientes profissionais altamente
especializados. Assim, este trabalho é um exemplo do poder e a importancia da Matematica
Basica e também da presenca da Matematica no dia a dia, que é muito maior do que
se imagina. Isso fica evidente nesta pesquisa que destacou a Matematica do Ensino
Fundamental e Médio utilizada nas EDOs relacionadas aos Circuitos RLC, os quais tém

muitas aplicagoes no cotidiano.

Em relagdo a sugestao de outras pesquisas, a proposta realizada nesta pesquisa
pode ser feita com outros diversos exemplos, inclusive substituindo a area de conhecimento
de Matemaética Basica para, por exemplo, Fisica do Ensino Médio. Outra abordagem
interessante é o desenvolvimento de materiais didaticos do Ensino Fundamental e Médio
com aplicagoes tecnoldgicas e suas devidas adaptagoes para que o aluno possa aplicar e
compreender a aplicacdo de forma mais préxima de como ¢é aplicado em outras etapas

académicas posteriores ou no futuro contexto profissional.
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