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“Ndo podemos escapar da convicgdo de que a luz
consiste nas ondulacoes transversais do mesmo meio

que é a causa dos fenomenos elétricos e magnéticos.”

James Clerk Maxwell (1865)



RESUMO

A disciplina de Teoria Eletromagnética é reconhecida como uma das mais desafiadoras nos
cursos de Engenharia Elétrica, tanto pelo rigor matemdtico quanto pela formalizacao fisica
envolvida. Além de exigir dominio de conceitos fisicos abstratos, a disciplina depende fortemente
de conhecimentos prévios de geometria analitica e cédlculo vetorial, que muitas vezes nao estao
suficientemente consolidados entre os estudantes. Ao longo da vivéncia académica e da atuacgdo
como monitor da disciplina, observou-se que grande parte das dificuldades enfrentadas pelos
alunos estd concentrada nessas bases matemaéticas, o que compromete a compreensao das leis
fundamentais do eletromagnetismo. Soma-se a isso o fato de que muitos materiais didaticos
tradicionalmente adotados sdo extensos e voltados a formagdo em Fisica, o que pode tornar o
aprendizado menos direto para estudantes de Engenharia Elétrica. Diante desse cendrio, este
trabalho propde a elaboragao de um material tedrico, pratico e didatico de Teoria Eletromagnética,
com foco especifico nos estudantes de Engenharia Elétrica. O conteiido apresenta uma revisao
direcionada de célculo vetorial aplicada ao eletromagnetismo, aliada a estratégias para a resolugao
de exercicios tipicos da disciplina, buscando tornar o processo de aprendizagem mais claro,
objetivo e alinhado as reais exigéncias do curso.

Palavras-chave: Teoria eletromagnética; Engenharia elétrica; Célculo vetorial; Estratégias de

aprendizagem; Ensino de eletromagnetismo.



ABSTRACT

Electromagnetic Theory is widely regarded as one of the most challenging subjects in Electrical
Engineering programs, due to both its mathematical rigor and the level of physical abstraction
required. In addition to advanced physical concepts, the subject relies heavily on prior knowledge
of analytical geometry and vector calculus, which are often not sufficiently consolidated among
students. Through academic experience and work as a teaching assistant for the course, it
was observed that many of the difficulties faced by students stem from weaknesses in these
mathematical foundations, directly affecting their understanding of the fundamental laws of
electromagnetism. Furthermore, many traditional textbooks are extensive and primarily oriented
toward Physics students, which may hinder a more direct learning process for Electrical
Engineering undergraduates. In this context, this work proposes the development of a theoretical,
practical, and didactic material on Electromagnetic Theory aimed specifically at Electrical
Engineering students. The material emphasizes applied vector calculus and presents problem-
solving strategies commonly required in the course, with the goal of providing a clearer, more
objective, and more effective learning experience.

Keywords: Electromagnetic theory; Electrical engineering; Vector calculus; Learning strategies;

Electromagnetism education.
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1 INTRODUCAO

1.1 Problema

A Teoria Eletromagnética constitui um dos pilares da formacao em Engenharia Elétrica,
estando diretamente relacionada a diversas dreas da profissdo, como sistemas de poténcia,
telecomunicagdes, eletronica e maquinas elétricas. Apesar de sua importancia, a disciplina é
amplamente conhecida entre os estudantes por seu elevado grau de dificuldade, resultado da

combinacdo entre formalismo matemadtico rigoroso e conceitos fisicos abstratos.

A experiéncia adquirida ao longo de quatro semestres como monitor da disciplina permitiu
observar de forma recorrente que as principais dificuldades dos alunos nao estdo apenas nos
conceitos fisicos do eletromagnetismo, mas sobretudo nas bases matemdticas necessarias para
compreendé-los. Deficiéncias em geometria analitica e cdlculo vetorial dificultam a interpretagdo
dos campos vetoriais e a aplicacdo correta das leis fundamentais, tornando o aprendizado

fragmentado e pouco intuitivo.

Além disso, muitos dos livros didaticos utilizados como referéncia na disciplina sao
extensos e, em grande parte, direcionados a formac¢ao em Fisica, o que nem sempre atende de
forma objetiva as necessidades do estudante de Engenharia Elétrica. Nesse contexto, surge a
necessidade de um material que apresente o contetido de forma mais direta, sem perder o rigor,

mas com uma abordagem voltada a aplicacdo prética e a resolucao de exercicios.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver um material de Teoria Eletromag-
nética voltado aos estudantes de Engenharia Elétrica, que integre de forma clara os fundamentos
fisicos do eletromagnetismo com as ferramentas matemadticas necessdrias a sua compreensao.
Busca-se oferecer uma abordagem que priorize o entendimento do cdlculo vetorial aplicado,
preparando o aluno para interpretar corretamente os fendmenos fisicos e resolver os exercicios

exigidos ao longo da disciplina de maneira mais segura e eficiente.

1.3 Justificativa

A disciplina de Eletromagnetismo ocupa posi¢ao de destaque na formacgao de fisicos
e engenheiros, uma vez que fornece os fundamentos tedricos para diversas areas da ci€ncia
e da engenharia, como sistemas elétricos de poténcia, eletronica, telecomunicagdes, Optica e
fisica moderna. Apesar de sua importancia, a literatura e indicadores institucionais apontam que

seu processo de aprendizagem representa um desafio significativo para muitos estudantes, em
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virtude da elevada carga matematica, do elevado nivel de abstracdo e da necessidade de integrar

conceitos fisicos e ferramentas do calculo vetorial.

Essa dificuldade € observada em diferentes instituicdes de ensino superior brasileiras.
Dados divulgados pela Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), apresentados na Tabela 1,
mostram que a disciplina de Eletromagnetismo esté entre as atividades académicas curriculares
consideradas mais dificeis pelos estudantes do curso de Engenharia Elétrica, figurando ao lado de
disciplinas tradicionalmente reconhecidas por seu elevado grau de complexidade, como Célculo
Diferencial e Integral, Andlise de Circuitos Elétricos e Andlise Numérica (Universidade Federal
de Minas Gerais, 2021).

Tabela 1: Atividades académicas curriculares consideradas dificeis.

Atividades Dificeis

ELEO039 — Acionamentos Elétricos

DCCO003 — Algoritmos e Estruturas de Dados |
DCC004 — Algoritmos e Estruturas de Dados 11
ELE064 — Andlise de Circuitos Elétricos I

ELEQO65 — Andlise de Circuitos Elétricos II

ELE066 — Andlise de Circuitos Elétricos III

ELTO088 — Andlise de Sistemas Dinamicos Lineares
DCCO033 — Anélise Numérica

ELEQ002 — Aterramentos Elétricos

MATO0O01 — Célculo Diferencial e Integral I

MATO039 — Célculo Diferencial e Integral 11

MATO002 — Célculo Diferencial e Integral 111

ELEO033 — Circuitos Polifasicos e Magnéticos

ELTO035 — Controle de Sistemas Lineares

ELTO13 — Controle Digital

ELE001 - Eletromagnetismo

MATO016 — Equagdes Diferenciais B

FIS069 — Fundamentos de Eletromagnetismo

EEE024 — Fundamentos de Energia Alternativa

FIS086 — Fundamentos de Oscilagdes, Ondas e Opticas
MATO038 — Geometria Analitica e Algebra Linear
DCCO11 — Introducao a Banco de Dados

DCC024 - Linguagens de Programacao

ESTO045 — Probabilidade e Processos Estocdsticos
DCC203 — Programacdo e Desenvolvimento de Software I
DCC204 — Programacio e Desenvolvimento de Software II
DCC605 — Sistemas Operacionais

ELT616 — Sistemas Processadores e Periféricos
ELEO50 — Transitérios em Sistemas de Energia Elétrica

Fonte: Adaptado de Universidade Federal de Minas Gerais (2021).
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Além da percepcao dos estudantes quanto ao grau de dificuldade da disciplina, os
indicadores de desempenho académico reforcam esse cendrio. A Figura 1 apresenta a distribui¢ao
dos conceitos obtidos pelos estudantes matriculados na disciplina de Eletromagnetismo do curso
de Engenharia Elétrica da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG). Observa-se uma
predominancia dos conceitos D e F, evidenciando um elevado percentual de estudantes com baixo
rendimento académico na disciplina. Esses resultados corroboram a necessidade de iniciativas
que contribuam para facilitar o processo de aprendizagem, tornando o contetido mais acessivel
e favorecendo uma melhor compreensdao dos conceitos fundamentais do eletromagnetismo
(Universidade Federal de Minas Gerais, 2021).
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Figura 1: Distribuicdo dos conceitos obtidos pelos estudantes matriculados na disciplina de
Eletromagnetismo do curso de Engenharia Elétrica da UFMG.

Fonte: Adaptado de Universidade Federal de Minas Gerais (2021).

Os resultados observados na UFMG ndo constituem um caso isolado. Levantamentos
realizados pela Universidade Federal de Santa Maria (UFSM) também evidenciam que a disciplina
de Eletromagnetismo apresenta um dos maiores indices de reprovacao entre as disciplinas do
curso de Engenharia Elétrica. A Figura 2 apresenta a comparagao entre os indices de reprovacdo
das disciplinas do curso, destacando Eletromagnetismo entre aquelas com maior percentual
de insucesso académico. Esse cendrio refor¢ca que as dificuldades enfrentadas pelos estudantes
transcendem contextos institucionais especificos, indicando a necessidade de materiais didaticos

que contribuam para uma aprendizagem mais acessivel e significativa (Universidade Federal de
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Santa Maria, 2022).
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ELCT1112 - ANALISE E PROJETO DE SISTEMAS LOGICOS PROGRAMAVEIS
MTM224 - METODOS NUMERICOS COMPUTACIONAIS

MTR1021 - EQUAGOES DIFERENCIAIS “A°

FSC1024 - FISICA GERAL E EXPERIMENTAL |

ELC1114 - TELECOMUNICAGOES |

DPEET068 - CIRCUITOS ELETRICOS |
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Figura 2: Indice de reprovacio das disciplinas do curso de Engenharia Elétrica da Universidade
Federal de Santa Maria (UFSM).

Fonte: Adaptado de Universidade Federal de Santa Maria (2022).
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Geometria Analitica

Antes do desenvolvimento da Teoria Eletromagnética propriamente dita, faz-se necessario
recordar alguns conceitos fundamentais de Geometria Analitica que servirdo de base para as
construcdes matemdticas apresentadas ao longo desta obra. Neste capitulo serdo abordados apenas
os resultados estritamente necessarios para o desenvolvimento da teoria, sem demonstracoes
detalhadas. Para um estudo mais aprofundado sobre os topicos aqui apresentados, recomenda-se
a obra de Steinbruch e Winterle (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987), referéncia classica em

cursos de graduacdo nas dreas de Ciéncias Exatas e Engenharia.

2.1.1 Produto Escalar

Nesta se¢do serdo introduzidos os conceitos de produtos entre vetores. Ao longo de toda
a obra, considera-se que os vetores pertencem ao espaco vetorial euclidiano tridimensional R3,
uma vez que a formulagdo cldssica da Teoria Eletromagnética é desenvolvida nesse espaco.

Assim, sejam A, B € R?, representados por
A=(A,A)A) e B = (B, By, B;),

onde Ay, Ay, A;, By, By € B; sd0 nimeros reais.

O produto escalar € uma operacao entre dois vetores que permite medir quanto um vetor

estd na direcao de outro.

Sejam dois vetores A e B, define-se:

A- B =|A||B|cos @
onde 6 € o angulo entre os vetores.

Do ponto de vista geométrico, o produto escalar estd diretamente relacionado a componente

de um vetor na dire¢ao de outro.

Definimos entdo o médulo de A na direcdo de B como:

-

Ap=A-adp

onde ap é o versor na direcdo de B. O versor é dado por:
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Assim, o vetor componente de Ana direcdo de B é dado por:
Ap = (A-dp)ap

A

DN

5 B
Figura 3: Projecdo de um vetor sobre outro utilizando o produto escalar

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exercicio 1

Encontrar o vetor componente de A= (1,3, —4) na direcdo de B = (2,4,-4).

Primeiramente, calcula-se o modulo de B:

Bl=v22+42+ (=42 =Va+16+16=V36=6

o
Logo, o versor na direcao de B é:

1 12 2
dp=-(2,4,-4)=|=,=,—=

aB 6( 9 Ty ) (35 37 3)

Agora, calcula-se o produto escalar:

- 12 2

A-dp=(1,3,-4) |z, =,—=

aB ( 73’ ) (37 37 3)
1 8 1+6+8 15

e 2 —_—— e =

377737 T3 377

Portanto, o vetor componente de Ana direcdo de Bé:

AB:S-EZB:S( )

3373

- 510 10
AB - (57 ?’_?)

Esse vetor representa a componente de Ana direcdo de B.
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2.1.2 Produto Vetorial de Dois Vetores

O produto vetorial de dois vetores fornece um terceiro vetor, que é simultaneamente

perpendicular aos outros dois e cuja direcao € dada pela regra da mao direita.

Exemplo: Sejam
V=(2-1-3), B=(11-3).

O produto vetorial serd
VXB = (x,y, 2).

Para determinar o produto vetorial V X B, escrevemos os dois vetores um embaixo do

outro, na ordem em que aparece o produto:

-

V=(2-1,-3)
B=(1,1, -3)

Para encontrar a componente x, ignore a coluna x e observe as componentes restantes (as
de y e 7). Para a componente y, ignore a coluna y e analise as demais. E para a componente z,

ignore a coluna z e proceda do mesmo modo.

-

Diagonal principal (mantém o sinal): (-1)(-3) = 3. Diagonal secundaria (troca o sinal):

Para x:

1-(-3)=-3 = 3. Soma-se os dois valores: 3 + 3 = 6.

A

Diagonal principal (troca o sinal): 2 - (-3) = -6 = 6. Diagonal secundaria (mantém o sinal):
1-(-3) = —3. Soma os resultados: 6 — 3 = 3.

o

Diagonal principal (mantém o sinal): 2 - 1 = 2. Diagonal secunddria (troca o sinal): (—1)(1) =

Para y:

Para z:

-1 = 1. Soma os valores: 2 + 1 = 3.
Atencao: s6 inverte a ordem dos sinais no componente y.
Desta forma:

VxB=(633).

Este vetor (6, 3, 3) é perpendicular tanto a V como a B. Vocé pode verificar isso pelo

produto escalar, que dard zero com ambos.
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A técnica € bem simples e, quando treinada, o leitor conseguird fazer produtos vetoriais

de cabeca, sem a necessidade de cdlculos matriciais.

Também € possivel calcular este produto pela expressao:
Ax B =|A||B| sin#,

onde # € o Angulo entre os dois vetores, e 7i € o versor perpendicular ao plano formado por eles

(definido pela regra da mao direita).

2.2 Calculo Vetorial

Antes do estudo dos topicos de Célculo Vetorial desenvolvidos nesta obra, é conveniente
revisar alguns conceitos fundamentais de Calculo Diferencial e Integral em vdrias varidveis,
tais como derivadas parciais, diferenciais, gradiente, integrais multiplas e mudanca de varidveis.
Nesta secao serdo apresentados apenas os resultados indispensaveis para o desenvolvimento da
Teoria Eletromagnética. Para um estudo mais aprofundado desses assuntos, recomenda-se a obra
de Stewart (STEWART, 2013), amplamente adotada em cursos de graduacao em Ciéncias Exatas

e Engenharia.

2.2.1 Sistema de coordenadas

Na Teoria Eletromagnética, a escolha do sistema de coordenadas adequado € fundamental
para simplificar a resolu¢do de problemas baseados na simetria da fonte de campo. Além do

sistema cartesiano (x, y, z), utilizam-se os sistemas cilindrico (p, ¢, z) e esférico (r, 6, ).

E importante destacar que, diferentemente do sistema cartesiano, os versores nos sistemas
curvilineos sdo locais, ou seja, mudam de diregdo conforme a posi¢do do ponto. Os versores d, €
dg acompanham o movimento dos angulos no sentido anti-horério, enquanto d, e d, apontam

sempre no sentido de crescimento do raio, assim como a, acompanha o €ixo z.

Para a anédlise de campos, € frequente a necessidade de converter componentes de um
vetor de um sistema para outro. As Tabelas 2, 3 e 4, adaptadas de Guimaraes (2010), apresentam

as relacoes de transformacao para bases vetoriais e coordenadas de pontos.

Tabela 2: Transformagao entre bases cilindricas e cartesianas

dap ay, da;
dy | cosg | —sing | O
ay | sing | cosg | O
d, 0 0 1

Usaremos as Tabelas 2 e 3 para converter vetores entre diferentes sistemas, e a Tabela 4

para converter pontos.
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Figura 4: Sistema de coordenadas cilindricas e seus versores.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5: sistema de coordenadas esféricas e seus versores.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 3: Transformacao entre bases esféricas e cartesianas

da, | sinfcoseg | cosfcosp | —sing
dy | sin@sing | cosfsing | cosg
a, cos 6 —sin 6 0

Tabela 4: Transformacgdes de pontos entre sistemas de coordenadas

Sistema Cartesiano Cilindrico Esférico
X=X X = pCOS x =rsinfcos
Cartesiano y=y y = psing y =rsinfsing
=2z =2 z=rcosb
p=x2+y2 p=p p =rsinf
Cilindrico ¢ =tan"(y/x) o =¢ Q=¢
7=z 7=z z=rcosf

Esférico 6 = tan 0 = tan'(p/z2) =20
Y= p=9

r=+x2+y*+22
e

¢ = tan”' (y/x)

Exercicio 2

Converta o vetor A = (10,0,0) (ou 10a,) para os sistemas de coordenadas cilindricas e

esféricas.
Conversao para Cilindricas:

O vetor cilindrico serd (A, Ay, A;). Para achar A, basta pegar o vetor A e colocé-lo na

direcdo do versor Eip, ou seja, realizar o produto escalar A - Eip:

A, =104, - d, = 10cos ¢

Para achar A, basta pegar o vetor A e colocd-lo na diregdo do versor d, ou seja, realizar
o produto escalar A - dy:

Ay =10d, - d, = —10sing
Para achar A,, basta pegar o vetor A e colocd-lo na dire¢do do versor a,:
A, =10d,-a,=0
Dessa forma, o vetor em coordenadas cilindricas €:
A = 10cos ¢d, — 10sin ¢d,

Conversao para Esféricas:
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O vetor esférico serd (A,, Ag, A,). Para achar A,, basta pegar o vetor A e coloci-lo na

- . e -
direcdo do versor a, via produto escalar A - a,:

A, =10ad, - a, = 10sin cos ¢

Para achar Ay, basta pegar o vetor A e colocéd-lo na dire¢do do versor dg via produto

escalar A - dy:

Ag = 10d, - dg = 10cosfcos ¢

Para achar A,, basta pegar o vetor A e colocd-lo na diregao do versor d, via produto
escalar A - dy:

Ay, =10a, - a, = —10sin g
Dessa forma, o vetor em coordenadas esféricas €:

A = 105in 6 cos ¢d, + 10 cos @ cos pdy — 10sin @dy,

2.2.2 Integrais de Linha e Superficie

Nesta disciplina, o cdlculo de integrais de linha, superficie e volume ¢ significativamente
simplificado pelo fato de que as curvas e superficies tratadas sdo, em geral, padronizadas e

alinhadas aos sistemas de coordenadas adotados (Cartesiano, Cilindrico ou Esférico).

Dessa forma, a montagem da integral ndo exige parametrizacdes complexas a cada novo
problema. Para o desenvolvimento dos cdlculos, € necessario apenas identificar o sistema de
coordenadas que melhor se ajusta a simetria do objeto e selecionar os elementos diferenciais

adequados diretamente na Tabela 5.

Tabela 5: Elementos diferenciais de linha, drea e volume em diferentes sistemas de coordenadas

Sistema Linha (dZ) Area (d§) Volume (dv)
dS, = dy dz d,
Cartesiano dxdy +dydy +dza, d§y = dx dzad, dxdydz

dS, = dx dya,
dS, = pdedz d,
Cilindrico dpd, + pdga, + dz d, dS, = dpdz d, pdpdedz

d§z =pdpdyad,
dS, = r*sin6 do dy a,
rsin@drdedy | r*sinfdrdddy
rdrdfa,

Esférico | dra, +rdfady+rsinfdyd, dS,

ds,

Ao aplicar esses conceitos, a integral de linha de um campo vetorial A ¢ calculada pelo
produto escalar / A-dL, enquanto a integral de superficie (fluxo) utiliza o diferencial de area

vetorial ff A - dS, onde o vetor unitdrio da face indica a direcdo normal a superficie considerada.
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Exercicio 3

seja o campo vetorial E (p, . 2) = pa, + singad,. O objetivo é calcular o fluxo de E
através da superficie fechada S delimitada por p € [1,2], ¢ € [7/6,7/2] e z € [0, 1]. O fluxo
total € dado pela integral de superficie fechada:

cp:j{ﬁ.ds?: // E.ds
S Z ace

SASAND:

Figura 6: Superficie cilindrica considerada

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para a face cilindrica externa (p = 2), o diferencial de area é d§p = pdydza,. O fluxo
nesta face € calculado como:

1 7T/2 4
// (p5p+sin<,oc_i¢)~(2dgodz5p)=/ / ddpdz=4(5-%) ==
Sp=2 0 Jn/6 2 6 3

Para a face cilindrica interna (p = 1), o vetor normal externo aponta no sentido oposto ao
crescimento de p, logo ds = -1 dedzady:

1 /2 T
// (pa, +singay) - (-1dydza,) = / / -ldpdz = —=
Spe 0 Jr/6 3

Nas faces planas laterais, os diferenciais dependem da dire¢ao angular. Para a face em

¢ = m/2, o vetor normal € d,, resultando em dgﬂp =dpdzay,:

I

p=m/2

1 p2
(pd, + singdy,) - (dp dzdy,) = /0 /1 sin(/2)dpdz = (1)(1)(1) = 1

Para a face em ¢ = /6, o vetor normal externo aponta no sentido hordrio (—d,), logo
dS = —dpdz d,:

1 2
”//S (pd, + singdy) - (—=dp dzd,) = /0 ‘/1 —sin(n/6) dp dz = —%(1)(1) =-0,5

o=1/6
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Por fim, nas superficies de topo (z = 1) e base (z = 0), o fluxo € nulo, visto que o campo
vetorial £ ndo possui componente na dire¢do d, tornando o produto escalar nulo. Somando as

contribuicdes de todas as faces, obtém-se o fluxo total:

4
(Dtotal:?ﬂ_%+1_0,5:71'+0,5%3,64

Diferentemente das integrais de superficie, onde as superficies ja estdo corretamente orientadas
e ndo se faz necessdrio a parametrizacao (bastando apenas recorrer a tabela dos elementos

diferenciais), aqui nas integrais de linha serd necessdrio parametrizar a curva escolhida.

Uma integral de linha, por exemplo, de um campo magnético B ao longo de um

/E-di

Para descobrirmos o d/ associado a curva, devemos parametrizar a curva, isto €, colocar

comprimento diferencial df, ¢ dada por:

todas as suas varidveis em fun¢do de um tnico parametro ¢. A curva passa a ser representada

pelo vetor posi¢do 7(t), e o vetor diferencial de comprimento € definido como:

dl =7'(t)dt

Dessa forma, a integral € reescrita em termos de ¢ como:
/ B(F(r)) - #'(r) dt

No caso de uma trajetdria retilinea que liga um ponto inicial (xg, yp) a um ponto final
(x¢, y£), primeiro descobrimos o vetor diregao il = (a, b), dado pela diferenga entre as coordenadas

final e inicial:

a=xr—x0, b=yr—yo
A parametrizacdo da reta é entdo estabelecida pelas equagdes:
xX=xo+at, y=yo+bt

onde o pardmetro ¢ varia no intervalo [0, 1]. O vetor posicéo 7(z) e sua derivada 7 ’(¢) sdo expressos
por:
F(t) = (xo + at)dy + (yo + bt)dy

F'(t) = ady + bd,
Ap0s definir a trajetdria, deve-se colocar o campo vetorial em funcao de ¢, substituindo

as varidveis x e y pelas fun¢des paramétricas correspondentes. Por fim, realiza-se o produto

escalar E(?(t)) - 7'(¢) e integra-se o resultado em relagdo a ¢ nos limites definidos.
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Exercicio 4

Calcule da integral de linha do campo E = xdy + ydy ao longo da reta que liga os pontos
A(-2,0) e B(2,0).

Iniciamos determinando o vetor dire¢do i = (a, b):

a=xp—x0=2-(-2)=4, b=y;r—y0=0-0=0
Dessa forma, o vetor dire¢io é u = (4, 0). As equacdes paramétricas da reta para r € [0, 1]

x=xo+at=-2+4t, y=yo+bt=0+0t=0
O vetor posi¢do 7(t) e sua respectiva derivada 7 ’(¢) sdo definidos por:
F(t) = (-2 + 4t)dy + 0d,
7'(t) = 4d, + 0a,

o
Agora, expressamos o campo vetorial £ em funcdo do parametro ¢, substituindo as

varidveis x e y pelas funcdes paramétricas:

E(F(1)) = (=2 + 41)d, + 0d,

O diferencial de comprimento é dl =7 '(t)dt = 4d,dt. Realizando o produto escalar

dentro da integral:
S o ! 1
/ E-dl = / [(=2 +4t)a,] - [4a,] dt = / 4(=2 + 4r) dt
C 0 0
Expandindo e integrando em relagdo a t:

1
/ (-8 + 16¢t)dt =
0

Aplicando os limites de integracao:

16t2 ! 2 1
—8f + T]o =[-8t + 8t ]0

(=8(1) + 8(1)%) — (-8(0) + 8(0)*) = -8+ 8 =0

2.2.3 O Operador Gradiente

O operador gradiente surge naturalmente a partir da definicdao de derivada direcional.
Considerando uma funcgéo escalar f, a varia¢do dessa fungio ao longo de uma direc¢do a; é dada
por:

d -
d—];:Vf-Zil = df =Vf-di

Analisando a expressao do diferencial do campo df = Vf - df, podemos extrair proprie-

dades fundamentais:
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* O vetor gradiente (V f) aponta na direcdo de maior varia¢ao da fungdo. Isso ocorre porque
o produto escalar atinge seu valor maximo quando o vetor gradiente e o vetor deslocamento

(df) sdo paralelos.

* Quando o diferencial do campo € nulo (df = 0), o gradiente Vf é ortogonal ao vetor
deslocamento. Como df = 0 implica que a fun¢ao nao varia, estamos percorrendo uma

curva (ou superficie) de nivel f(x,y, z) = c.
Essa caracteristica nos permite encontrar vetores ortogonais e tangentes a uma curva de

maneira extremamente simples.

A expressao do gradiente em coordenadas cartesianas pode ser obtida diretamente a

partir do diferencial total de uma funcdo escalar. Para uma funcao f(x, y, z), tem-se:

_af of
df = odx+ 5

Por outro lado, o vetor deslocamento infinitesimal pode ser escrito como

dl = dx dy + dy i, + dz @..

Tomando um operador em f, tal que

_ (91 9f o1
v/= (ax’ dy’ 8z)

Notamos que

df =Vf-dl.

Desse modo que a expressao do operador gradiente em coordenadas cartesianas é

_of. Of. Of.
Vf= 8an+(9yay+ (')zaz

Exercicio 5: Dada a curva f(x) = x2, encontre um vetor tangente no ponto (2, 4).

Passo 1: Escrever a fungdo como uma curva de nivel padrao f(x,y,z) = c:

Passo 2: Aplicar o operador gradiente em coordenadas cartesianas:

of of of

V=77 — —|=(-2x10
U (8}6 dy 02) (2% 1.0)

Passo 3: Avaliar o gradiente no ponto (2, 4):

Vo4 =(-4,1,0)
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Este vetor obtido é um vetor normal (ortogonal) a curva no ponto considerado.
Passo 4: Para encontrar um vetor tangente (V,), basta determinar um vetor cujo produto
escalar com o gradiente seja nulo. Por exemplo, o vetor (1,4, 0):

(-4,1,0)-(1,4,00=-4+4+0=0

Para obter o versor tangente ii;, normalizamos o vetor encontrado:

. (1,4,0) |- 4
i, = = ay + —ay
V12 +42 V17 V17

Essa ferramenta de utilizar o gradiente para calcular vetores ortogonais e, por con-
sequéncia, tangentes a uma curva € fantastica e auxilia na resolucio de diversos problemas em

eletromagnetismo.

2.2.3.1 Calculo do Gradiente em outros Sistemas de Coordenadas

Em sistemas de coordenadas ndo-cartesianos, o gradiente deve levar em conta os fatores

de escala de cada sistema:

Coordenadas Cilindricas:

of . 10f., Jdf.
Vf=— —— —
f 6pap+p0¢a¢+ 8ZaZ

Coordenadas Esféricas:

of . 14f. 1 af.
vi="La +-ZLag+ —2L
S =t 5% ing a6

2.2.3.2 Teorema Fundamental do Gradiente

Partindo da relagdo diferencial df = Vf - dle integrando ambos os lados de um ponto A

até um ponto B, obtemos:
B B R B R
/ df:/ Vf-dl = f(B)—f(A):/ Vf-dl
A A A

Este teorema indica que uma integral de linha ao longo de um caminho com diferencial
dl depende apenas dos pontos iniciais e finais, desde que o campo em questdo seja um campo
gradiente. Esta é uma propriedade de conservacdo fundamental; como veremos adiante, o campo
elétrico € um campo gradiente, o que nos permitird utilizar essa ferramenta para o cdlculo de

potencial e energia.

2.2.4 O Operador divergente

Imagine um campo vetorial F atravessando uma superficie conforme ilustra a Figura 5:
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Ty
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Figura 7: Superficie atravessada por um campo vetorial F

Fonte: Elaborado pelo autor.

O divergente € definido formalmente pela expressao:

- 1 - -

div F = lim —fF-dS
AV—0 AV S

Ou seja, o divergente é a medida do fluxo do campo F através da superficie fechada S.

No entanto, ao fazermos o volume delimitado por essa superficie tender a zero, essa grandeza

passa a representar a densidade de fluxo em um ponto especifico.

Dessa forma, o divergente comporta-se como uma "derivada de volume"do fluxo de F.
Ele nos indica se o ponto em questdo atua como uma fonte (onde o fluxo liquido de saida é

positivo) ou como um sumidouro (onde o fluxo liquido € negativo).

2.2.4.1 Divergente em outros Sistemas de Coordenadas

Coordenadas Cilindricas:

- 14 10Fy OF,
V- F=——(pF,)+—F+
p@p(p ) p 0 0z

Coordenadas Esféricas:

0 (Fy sin ) O0Fy
+ — + —
rsingag. © - rsinf d¢

2.2.4.2 Teorema Fundamental do Divergente (Teorema de Gauss)

O Teorema de Gauss estabelece a relacao entre o fluxo de um campo vetorial através de
uma superficie fechada e o comportamento do divergente desse campo no volume delimitado por

tal superficie.
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Partindo da relacdo diferencial do divergente e aplicando a integral de volume em ambos

os lados da igualdade, obtemos:

//(V F)dv = ///(Al‘}rEOA—V}]gF-d§)dV

Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo aplicado a volumes, a integral do divergente sobre

todo o volume V resulta no fluxo liquido total que atravessa a superficie S que o envolve:

//v(v-ﬁ)dvzjgﬁ‘dkﬁ

Esta igualdade € uma das ferramentas mais poderosas do cdlculo vetorial, pois permite
converter uma integral de superficie complexa em uma integral de volume (ou vice-versa),

dependendo de qual regido apresenta maior facilidade de integracdo geométrica.
Exercicio 6:

Provar ambos os lados do teorema de Gauss para o campo vetorial E = p d,, através da

superficie cilindrica fechada delimitada por x> + y? = 4 (raio p = 2) no intervalo 0 < z < 2.

S

Figura 8: Superficie cilindrica do exercicio 5

Fonte: Elaborado pelo autor.

1. Célculo do Fluxo (Integral de Superficie): O fluxo total € a soma das contribuicdes
da superficie lateral e das tampas. Nas tampas (z = 0 e z = 2), o vetor normal é +a,. Como o

campo E possui apenas componente radial (d@,), o produto escalar nestas faces ¢ zero.

Para a superficie lateral, temos p = 2 e a normal externa 71 = Zip. O elemento de area

vetorial é d§p = pd¢ dza,. Aplicando os limites:

://Slm(zap).(zdwzap):/Ozn/024dzd¢:4-(2).(2n):167r
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2. Integral de Volume do Divergente: Calculamos primeiro o divergente do campo em

coordenadas cilindricas:
1 10

V-E=——(pE,) = ———(p") = —(2p) = 2
pap " " pap” p(p

Agora, integramos esse valor constante sobre o volume do cilindro, onde dV = pdp d¢ dz:

R w2 2
//(V-E)dV:/ / / 2-pdpdzde
v o Jo Jo

/// 2dV = 2 - Volume do Cilindro = 2 - (rr - 2. 2) = 16n
1%

Como os dois resultados coincidem (® = 16r), o Teorema do Divergente estd verificado

para este sistema.

2.2.4.3 O Problema do Divergente do Campo 1/ra,

Considere o campo vetorial F = rizﬁr em coordenadas esféricas. Ao aplicarmos a
definicao direta do divergente para este sistema, temos:
- 10 1 0 1 1 0
V-F=oo (PR =52 (P 5] = 52 () =0
r2 or "] r2or r2)  r? ar( )
Entretanto, este resultado apresenta uma contradicao fisica e matemadtica conhecida como

a singularidade na origem. Se integrarmos o fluxo deste campo através de uma superficie esférica

de raio R, obtemos:

N N 2 b8 1 5
F-dS = —a, |- (R sinfdfdoa,| =4
jé /0 /0 (Rza) ( sin ¢a) T

Pelo Teorema de Gauss, o fluxo deveria ser igual a integral de volume do divergente
( f/f V.F dV). Se o divergente fosse zero em todos os pontos, a integral de volume seria zero, o
que contradiz o fluxo de 4x calculado. O erro reside no fato de que o divergente € zero em todos
os lugares, exceto na origem (r = 0), onde o campo tende ao infinito e a derivada ndo € bem
definida.

Para resolver este problema, introduzimos a Funcio Delta de Dirac (6°(7)). Esta fungio
€ definida como sendo zero em todos os pontos exceto na origem, onde € infinita, possuindo a

propriedade de "filtragem"que satisfaz:

///V(53(7)dv =1

Inferimos, portanto, que para o Teorema do Divergente ser vilido, a expressdo correta

para o divergente desse campo deve carregar essa informac¢do da origem:

V. (“—;) = 4n63(7)
r
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Dessa forma, a integral de volume "filtra"a funcdo Delta, resultando no valor correto do

///V 483 (F)dV = 4n(1) = 4n

Esta conclusdo é fundamental para a eletrostatica, pois representa o divergente do campo elétrico

fluxo:

de uma carga puntiforme localizada na origem, onde a densidade de carga € representada

justamente por uma funcdo Delta.

2.2.5 O Operador rotacional

Imagine um campo vetorial F atravessando uma superficie conforme ilustra a Figura 7:

I\

I

v
=<

X

Figura 9: Superficie plana atravessada por um campo vetorial F

Fonte: Elaborado pelo autor.

O rotacional € definido formalmente pela expressao:

- 1 = -
VxF)-nn=1lim—= Q@ F-dl
( )n Sl—r%S C

Ou seja, o rotacional € a medida da circulacdo do campo F ao longo de um percurso
fechado C. No entanto, ao fazermos a drea S delimitada por essa curva tender a zero, essa
grandeza passa a representar a circulagdo por unidade de drea em um ponto especifico. Dessa

forma, o rotacional assemelha-se a uma "derivada de superficie"da circulagcdo de F.

O célculo em coordenadas cartesianas pode ser feito como o produto vetorial (estudado

na Sec¢do 2.2) do operador nabla (V) com o vetor F:

Exercicio 7:

Calcule o rotacional do campo vetorial E = (x2, xy, 0).
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Nesse ponto, peco ao leitor recordar a forma prética que aprendemos para fazer um
produto vetorial. Aqui, no rotacional, serd a mesma coisa: faremos o produto vetorial do vetor

operador V com o campo E.

Assim, de acordo com o que aprendemos:

> o o0 0
E = (xz, Xy, 0).

Logo,

VxE = (0,0, y).

Caso nao se recorde, volte a Secao 2.2 de produtos vetoriais; € uma forma bem pratica

que evita os cdlculos matriciais.

2.2.5.1 Rotacional em outros Sistemas de Coordenadas

Coordenadas Cilindricas:

s 1 8FZ 6F¢ N 0Fp aFZ N 1 8(pF¢) an N
ap ag+ — -—a;
pl dp ¢

dz Op

Coordenadas Esféricas:
- 1 0(Fysin@
Vx P (Fpsind) dFy
06 0

. 1[ 1 oF, a(rF¢)]a 1[5(@) aF,]q
r

+_ —_
rsin 6 5 Ising o or or a6 | "

2.2.5.2 Propriedades do Rotacional

No célculo do rotacional, integramos o campo ao longo de um percurso fechado e fazemos

a darea delimitada tender a zero. Mas o que acontece se esse campo for conservativo?

Sabemos, pelo teorema do gradiente, que:
B -
/ VV .dl =V(B)-V(A).
A
Em um percurso fechado, os pontos inicial e final coincidem (A = B), logo:

%VV-dT:O.
C

Portanto, o rotacional de um campo conservativo (ou seja, que pode ser escrito como gradiente
de um potencial) € nulo:
V x (Vf) = 0.

Em particular, o rotacional de um campo elétrico eletrostatico ¢ igual a zero:

Vsza
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Essas propriedades expressam a consisténcia interna das operacOes diferenciais aplicadas
a campos escalares e vetoriais, e terdo grande importancia em formulagdes posteriores das

equacoes de Maxwell.

2.2.5.3 Teorema do Rotacional (Teorema de Stokes)

Pela definicao do rotacional, temos:

. 1 N
i (VxF)=lim< ¢ Fodl.
- a8

Tomando a integral de superficie dos dois lados, obtemos:

//(Vxﬁ)-ﬁdszf F-dl.
S oS

Essa relacdo € o Teorema de Stokes, que transforma uma integral de linha em uma integral
de superficie (ou vice-versa), desde que as orientagdes sejam compativeis conforme a regra da

mao direita.

Exercicio 8

Verifique o teorema de Stokes para o campo vetorial:
E =pad, (em coordenadas cartesianas E = —y dy + x dy + 0d;)

Seja o contorno fechado C : x> + y? = 1, z = 0, orientado no sentido anti-hordrio. A superficie S
associada é o disco x> + y> < 1 no plano z = 0, com vetor normal unitdrio orientado por 7 = +d.

(conforme a regra da mao direita).

1. Integral de superficie (lado do rotacional):

Utilizando a expressao do rotacional em coordenadas cilindricas para as componentes
E,=0,E, = pe E; =0, calculamos a componente normal a superficie (dire¢ao z):

OE,
Oy

14 1
=—5p)=-(2p)=2
pop p

R 1|0
(VXE), = P [a—p(PEw) -

O elemento diferencial de drea vetorial no plano z = 0 é ds = pdpdya,. Assim, a

integral de superficie do rotacional resulta em:

//S(VXE)-ﬁdS:‘/02”/012(pdpd90)

Resolvendo a integragdo:

2r 2r
/O[PZ](I)W:/O 1dg =[2x]
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2. Integral de linha (circulacdo do campo):

Para a integral ao longo do contorno C, parametrizamos a borda do disco onde p = 1
¢ constante. O diferencial de linha é dI = pdyd, = 1dypd,. O campo avaliado no contorno &

Elper = 1a,.

Calculando a circulagao:

2 2
ng-dl: (15¢)~(1d¢5¢):/ 1do =|2x]
C 0 0

Conclusao:

Como ambos 0os métodos resultaram no mesmo valor:

}fﬁd?://(Vxﬁ)ﬁds:zn
C S

O Teorema de Stokes estd verificado para este sistema.

2.3 Eletrostatica

A Eletrostética constitui o primeiro ramo da Teoria Eletromagnética e dedica-se ao estudo
das interacdes entre cargas elétricas em repouso. Ao longo deste capitulo serdo desenvolvidos os
principais conceitos, leis e ferramentas matemadticas que fundamentam essa teoria, servindo de
base para os capitulos posteriores. Para um aprofundamento dos topicos abordados, recomenda-se
a leitura da obra de Griffiths (GRIFFITHS, 2011), considerada uma das principais referéncias em
Eletromagnetismo em nivel de graduagao. Além disso, o leitor poderd complementar seus estudos
por meio das videoaulas disponibilizadas pelo canal Eletromagnetismo UFF, cujo contetido

acompanha grande parte dos assuntos desenvolvidos neste livro (Eletromagnetismo UFF, 2026).

2.3.1 O campo elétrico

A partir daqui este trabalho apresentara os topicos de eletromagnetismo de maneira
tedrica e textual, uma vez que as bases necessdrias ao entendimento de toda a disciplina foi
abordada na sessdo anterior juntamente com exercicios, ndo fazendo necessirio uma igual
tratativa aos conteidos subsequentes. A seguir, temos uma representacdo geométrica para a
formulagao da lei de Coulomb, de onde estamos interessados no cdlculo do campo elétrico em

um ponto P qualquer, devido a uma distribuicdo de cargas.
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0

Figura 10: Geometria para a Lei de Coulomb com elemento de carga dg

Fonte: Elaborado pelo autor.

De acordo com (GRIFFITHS, 2011), o tratamento de problemas eletrostiticos com
multiplas fontes exige uma abordagem baseada no principio da superposi¢do. Considere uma
distribuicao continua de cargas e deseja-se determinar o campo elétrico em um ponto P do espago.
Inicialmente, define-se a origem do sistema de coordenadas no ponto O. A distribuicio de cargas
serd tomada como um referencial “com linha”, isto é, associado a grandezas dependentes da

posicado dentro da distribui¢do, enquanto o ponto P serd um referencial “sem linha”.

Seja 7 o vetor posi¢do que vai da origem O até um elemento infinitesimal de carga dg
pertencente a distribuigdo, e 7 o vetor posi¢do que vai da origem até o ponto de observagio P. A

distancia entre o elemento de carga e o ponto P é dada pelo vetor:

d=7F-7

De acordo com a Lei de Coulomb, o campo elétrico infinitesimal produzido pelo elemento

de carga dg no ponto P é:

L1 d
dEp = 1

= a4,
drneg |[F-72 "

onde d,_,» é o versor unitdrio na dire¢do do vetor ¥ — 7.

Escrevendo o elemento de carga em termos da densidade volumétrica de carga p(r”),
tem-se:
dq = p(r') dv'

Portanto, o campo elétrico total no ponto P € obtido pela superposicao de todos os

campos infinitesimais:
1 p(F)dv'

P 4ney ) P72

1

’

Como o versor pode ser escrito na forma:
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obtém-se a expressao vetorial final:

- 1 F—F
Ep = r re—— dv’
P~ 4ne /p( ) |7 =73
Este modo de calcular o campo elétrico por meio da integracdo direta da Lei de Coulomb
€ extremamente util para distribuicoes de carga simples e que apresentam alto grau de simetria,

CcOomo veremos a seguir.

2.3.1.1 Campo Elétrico de um Fio Finito e Uniforme

Considere um fio retilineo de comprimento 2L, uniformemente carregado, disposto ao
longo do eixo x, com densidade linear de carga constante A. Deseja-se determinar o campo

elétrico em um ponto P, localizado a uma distancia z do centro do fio, conforme ilustrado na

Figura 9:
Z
. 4FEsing
dE
E cos@ -k cos 6
K
Zh
\- x
—-L dg=2dx 4|

Figura 11: Campo elétrico de um fio finito: decomposic¢ao e cancelamento das componentes
horizontais

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um elemento infinitesimal de carga do fio pode ser escrito em termos da densidade linear

como:
dg = Adx

A distancia entre o elemento dgq (posicionado em x) e o ponto de observagdo P é:
d=+x?+72

O campo elétrico infinitesimal produzido por dg em P é dado por:

1 dqg .

dE =
4drgy d?

Devido a simetria da configuracdo, para cada elemento dg em +x, existe um elemento

simétrico em —x. As componentes horizontais (dE,) desses campos se cancelam mutuamente,
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restando apenas a componente resultante na dire¢ao do eixo z. Assim, a componente vertical util

do campo é:
dE, = dE cos 0
Pela geometria do problema, observamos que cos = 5 = \/% Substituindo esses
X“+z
valores, obtemos:
1 Adx Z

dE,

S dmeg X2+ 22 21 2
Portanto, o campo elétrico total no ponto P é dado pela integral ao longo de todo o

comprimento do fio:

1 +L /lZ
E, = ————=d

Ap6s realizar a integracao (utilizando substitui¢do trigonométrica x = z tan ), chega-se

a expressao classica do campo elétrico produzido por um fio finito:

Analisando agora o caso limite em que o comprimento do fio tende ao infinito (L — o0),

a expressio dentro da raiz simplifica-se, pois L> > z°:

VL2 + 72~ L

Substituindo este limite na expressao anterior, obtém-se:

1 2aL 2

E =~ =
(@) drey zL 2menz

Essa € a expressao cldssica do campo elétrico gerado por um fio retilineo infinito
uniformemente carregado, mostrando que o modelo de fio infinito pode ser interpretado como

um limite fisico pratico para pontos muito proximos de fios finitos reais.
2.3.2 O divergente do campo elétrico: A Lei de Gauss - Forma Diferencial

O campo elétrico gerado por uma distribui¢ao continua de cargas é dado por:

o R
E(r)= —r
7) drneg J |[F-72

onde d,_, é o versor que aponta do elemento de carga na posi¢do 7" até o ponto de observagio 7.

Aplicando o operador divergente em relagdo as coordenadas de 7, temos:

- 1 Qv
V-E = NIV = v
4neo/p(”[ (v—mzn "
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Conforme discutido anteriormente, a divergéncia do termo radial em relacdo a distancia

relativa € uma funcao delta de Dirac localizada no ponto da fonte:

V- (—lfl"jp) = 4n O F - 7
r—r

Substituindo esse resultado na integral:

V.E-= / o) [471 G = )| av

dreg

Simplificando os termos constantes:
O 1 =7 = =y ’
V-E= —/p(r )6 F = 7) dv
€0

A funcido delta de Dirac possui a propriedade de "filtragem", que seleciona o valor da
fungdo p(¥’) exatamente no ponto onde o argumento da delta é zero, ou seja, onde 7 = F. Assim,

a integral resulta na densidade de carga no ponto de observacao:

V-E:@
€0

2.3.3 A Lei de Gauss na Forma Integral

Partindo da forma diferencial e integrando em um volume V:

- 1
/V-EdV:— o(F)dV
1% €0 Jv

Aplicando o Teorema do Divergente (Teorema de Gauss) ao lado esquerdo:

fﬁ_dg,: QOint
s )

onde Qi € a carga total interna ao volume delimitado pela superficie fechada S. Esta expressao

mostra que o fluxo elétrico total através de uma superficie fechada € proporcional a carga liquida

em seu interior.

Em dltima andlise, podemos concluir que a Lei de Gauss €, essencialmente, o resultado
da aplica¢cdo do operador divergente sobre a expressdao fundamental do campo elétrico derivada
da Lei de Coulomb. Sob uma perspectiva matematica estrita, ndo ha contetdo fisico na Lei
de Gauss que ja ndo esteja implicitamente contido na Lei de Coulomb; ambas sdo descri¢gdes

matematicamente equivalentes da interacdo eletrostatica.

A distincdo fundamental entre elas reside na aplicabilidade pratica: enquanto a Lei
de Coulomb € uma ferramenta direta para o calculo do campo por meio da integragdo sobre
distribuicdes de carga conhecidas, a Lei de Gauss revela a relacdo local entre o campo e sua
fonte (densidade de carga). Ela oferece uma vantagem analitica extraordindria em problemas
com alto grau de simetria, permitindo determinar o campo elétrico de forma elegante, sem a
necessidade de integrais vetoriais complexas. Assim, a escolha entre uma ou outra nao € uma

questdo de validade fisica, mas de estratégia matematica para a resolucao eficiente de problemas.
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2.3.4 O Rotacional do Campo Elétrico

Vimos anteriormente que a Lei de Gauss relaciona o divergente do campo elétrico com
a densidade de carga local. Agora, analisaremos o comportamento do rotacional do campo

eletrostatico.

Para provar que o rotacional de um campo elétrico gerado por cargas estaticas € nulo,

partimos da expressdo do campo para uma carga pontual na origem:

E = —=da
dreg rzar

em que
r=|R-R|,

corresponde a distincia entre a carga pontual, localizada em R’, e o ponto de observagao

R, onde se deseja determinar o campo elétrico. O versor radial € definido por

R-R
IR-R’[’

4y =

apontando da carga em dire¢do ao ponto de observacao.

Uma propriedade fundamental do célculo vetorial € que o gradiente da funcao escalar

1 1.
v (?) = RY

Dessa forma, podemos reescrever o campo elétrico como o gradiente negativo de um

= q
E=-V
(47rsor)

Ao aplicarmos o operador rotacional em ambos os lados da equacao, utilizamos a identi-

(1/r) resulta em:

potencial escalar:

dade vetorial fundamental que estabelece que o rotacional de qualquer gradiente € identicamente

nulo (V x VV = 0):
q -
_V -0
(47T80}")]

VXE=Vx

Generalizacao e Significado Fisico

Devido ao principio da superposicao, se o rotacional do campo de uma tnica carga
pontual € zero, o rotacional do campo gerado por qualquer distribui¢do estitica de cargas também

sera zero:

-

VxE:6
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Este resultado implica que o campo eletrostatico € um campo conservativo. Fisicamente,
isso significa que a integral de linha do campo elétrico (o trabalho realizado por unidade de

carga) ao longo de qualquer percurso fechado € nula:

fﬁ-di:@
C

Esta caracteristica permite a defini¢do do potencial elétrico V, uma vez que a diferenca de
potencial entre dois pontos independe do caminho percorrido. Vale ressaltar que esta propriedade
de rotacional nulo € exclusiva da eletrostatica; em fendmenos dinAmicos, como veremos nas
Equacdes de Maxwell, um campo magnético variante no tempo poderd gerar um campo elétrico

com rotacional ndo nulo.

2.3.5 O Potencial Elétrico

Como demonstrado anteriormente, o campo eletrostatico possui a propriedade fundamen-
tal de ser irrotacional (V X E = 0). Isso nos permite expressar o campo elétrico como o gradiente

negativo de uma funcao escalar, denominada potencial elétrico (V).

Partindo da expressdo para uma carga pontual, observamos que o campo pode ser escrito

= q ~ q
E = a =-V
Aregr? (471'8()}")

COmo:

Dessa forma, define-se o potencial elétrico V gerado por uma tnica carga pontual como:

q

V =
) dregr

Para uma distribui¢do continua de cargas, utilizando o principio da superposicao, o
potencial total em um ponto 7 € obtido pela integral sobre todo o volume da fonte:

. 1 R
V(R) = / PR 4y
4reo IR — R/|

O Teorema do Gradiente e a Conservacao

Ao aplicarmos o teorema do gradiente a relacdo entre campo e potencial, podemos
relacionar a diferenca de potencial entre dois pontos A € B com a integral de linha do campo

elétrico:
B

B B
/dV:/ VV~dl=>V(B)—V(A):—/ E-dl
A A

A

Invertendo os limites de integracdo, temos a forma usual:
B
V(A)-V(B) = / E -dl
A

Esta expressao confirma que o campo elétrico € conservativo: o trabalho realizado para
mover uma carga entre dois pontos depende exclusivamente das posicoes inicial (A) e final (B),

sendo independente do caminho percorrido.
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Definicao do Potencial em um Ponto

Sob essa perspectiva, para definirmos o valor absoluto do potencial em um tnico ponto
A, estabelecemos convencionalmente um ponto de referéncia no infinito onde o potencial é nulo

(V(o0) = 0). Assim, o potencial em A € o trabalho por unidade de carga necessario para trazé-la

V(A):—/Aﬁdf

[o0)

do infinito até o ponto considerado:

Comentarios Adicionais

E importante notar que, enquanto o campo elétrico é uma grandeza vetorial (possui
direcdo e sentido), o potencial elétrico ¢ uma grandeza escalar. Isso torna o tratamento de
problemas via potencial muito mais simples do ponto de vista computacional, pois ndo precisamos
lidar com componentes vetoriais durante a integragdo. Uma vez conhecido o potencial em todo
0 espago, o campo elétrico pode ser recuperado facilmente através da operacdo de gradiente:

-

E=-VV.

2.3.6 Condicoes de Contorno para o Campo Elétrico

Ao analisarmos a interface entre dois meios diferentes (Meio 1 e Meio 2), as leis de
Gauss e do rotacional impdem restricdes especificas sobre as componentes normal e tangencial

do campo elétrico.

Componente Normal (E,): Aplicamos a Lei de Gauss na forma integral a uma superficie

gaussiana cilindrica de altura infinitesimal que atravessa a interface.

-

E;
n
Meio 1
Meio 2 .
n
E>

Figura 12: Superficie gaussiana atravessando a interface entre dois meios.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pela Lei de Gauss, o fluxo total através do cilindro € igual a carga interna. No limite em

que a altura do cilindro tende a zero, apenas as tampas contribuem para o fluxo:

o - A
fE-dSz(Eln—Ezn)A: 72
S €0
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Onde o € a densidade superficial de carga na interface. Assim, a descontinuidade da componente
normal € dada por:
o

Ey, - Eyy = —
€0

Componente Tangencial (E;): Para a componente tangencial, utilizamos o fato de que o
rotacional do campo eletrostédtico € nulo, o que implica que a circulagdo em um caminho fechado

€ zero. Consideramos um caminho retangular infinitesimal atravessando a interface.

-

/ B
Meio 1

Meio 2 P
E>

Figura 13: Caminho fechado atravessando a interface entre dois meios.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Aplicando f E - dl = 0, e fazendo a altura do retangulo tender a zero:
jé.ﬁ-di:Elt-Al—Ezt-Al:O
Resultando na condicao de continuidade:

Elt = Ey;

Essas dedugdes mostram que, enquanto a componente tangencial do campo elétrico é
sempre continua através de uma fronteira, a componente normal sofre uma descontinuidade

proporcional a densidade de carga superficial presente na interface.

2.3.7 Energia no Campo Eletrostatico

O trabalho realizado pela forca elétrica sobre uma carga de prova ao longo de um
deslocamento infinitesimal é definido por W = / Fy - dl = f qE . dl. Como vimos que
f E-di= Vi = Vf, o trabalho realizado pelo campo é W = g(V; — V).

Para determinar a energia armazenada em uma configuracdo de cargas, o procedimento ¢
andlogo, porém consideramos o trabalho de uma forca externa (F,,;) necessdrio para trazer as

cargas do infinito até suas posicoes finais.



Capitulo 2. REFERENCIAL TEORICO 46

P
[ ] (,]*2 ----00
(V=0)

r

Figura 14: Montagem de duas cargas puntuais: a carga ¢, € trazida do infinito até o ponto P, a
uma distancia r da carga q;.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A forca externa necessdria para mover a carga sem aceleracio é sempre oposta a for¢a
elétrica (F,,; = —gE). Assim, o trabalho externo é:

P
Wexl:/Fext'dl:_/ C[E'dl:—CI(Voo—Vp)

(o)

Como definimos Vi, = 0, temos W,,; = g2V,,. O potencial no ponto P, gerado pela carga g; ja

presente, € V), = 477150 %. Logo, a energia armazenada no sistema de duas cargas é:
_ 1 qe
dregy r

Note que se as cargas tiverem o mesmo sinal, a energia € positiva (trabalho contra a repulsdo); se
forem opostas, a energia € negativa. Espontaneamente, o sistema tende a evoluir para estados de

menor energia potencial.
Energia de um Sistema de Miuiltiplas Cargas

Para compreender a energia armazenada em um sistema com n cargas, calculamos o
trabalho total necessdrio para realizar a montagem da configuracdo. O principio fundamental
utilizado € que o trabalho de uma forca externa para trazer uma carga do infinito até um ponto P
€ dado por W = g - Vp, onde Vp € o potencial no ponto P resultante de todas as cargas que ja

foram posicionadas.

Considere uma regido do espago inicialmente vazia:

0> 00
V=0
03 ( :

Regido inicialmente sem cargas

Figura 15: Representacdo do processo de montagem de cargas a partir do infinito para uma regiao
inicialmente sem cargas.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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1. Insercao da carga g;: Ao trazer a primeira carga, ndo existe potencial pré-existente na

regiao (Vy = 0). Portanto, o trabalho para posiciona-la € nulo:
W] =q1 - 0=0
2. Insercao da carga g,: Agora, a carga g ja estabeleceu um potencial no espaco. Ao trazer
¢» para um ponto 7», o trabalho necessdrio depende do potencial V;» (potencial que a carga

1 exerce na posicado da carga 2):

Wo=q2-Vip

3. Insercao da carga gs: Para a terceira carga, o potencial no ponto de destino é a soma dos

potenciais gerados pelas cargas 1 e 2 ja presentes. Assim, o trabalho é:

W3 =g3-(Vizg+Va3)

O trabalho total para montar este sistema de 3 cargas € a soma das etapas:

W=W + W+ W3 =0+q:Vip+ @3(Viz + Va3)

Para generalizar, imaginamos o processo inverso: se montdssemos o sistema comegando

por g3, depois g e por fim g;. O trabalho total seria 0 mesmo, mas as parcelas seriam:

W=q-0+q-Vso+q1-(V31+ V1)

Somando as duas equagdes, obtemos 2W. Ao agrupar os termos pela carga g;, notamos
que cada carga fica multiplicada pela soma de todos os potenciais que as outras exercem sobre
ela:

2W = qi(V31 + V1) + o(Vip + Vap) + q3(Viz + Va3)
— — —
Vi V2 &

Onde V; € o potencial total no local de g1, V» no local de ¢; e assim por diante. Disso, decorre a

1 n
WZE;QZ'W

O fator 1/2 surge para corrigir a contagem dupla das interagdes entre os pares. No limite

expressao geral para n cargas:

de uma distribui¢do continua, a carga ¢; torna-se um elemento diferencial p(7")dv’, resultando na

integral:

1
W= —/p(?’)V(?’) dv’
2Jv

Embora a expressdo anterior descreva a energia em termos das fontes (cargas e potenciais),
€ possivel demonstrar que a energia armazenada pode ser expressa exclusivamente em termos do

campo elétrico resultante em todo o espago. Para realizar essa transicdo matematica, aplica-se
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primeiramente a Lei de Gauss na forma diferencial, substituindo a densidade volumétrica de

carga por p = &y(V - E):
W= @/(V-E)Vdv'
2 Jy

Para simplificar o integrando, recorre-se a identidade fundamental do calculo vetorial

que rege o divergente do produto de um escalar f por um vetor A

V-(fA)=A-Vf+ f(V-A)

Para fins de intui¢do matemdtica, pode-se pensar neste operador como a regra do produto
da derivada convencional. Ao expandir o termo V - (VE ), o operador atua de forma linear sobre
cada componente: mantendo-se o vetor campo Ee aplicando o operador ao potencial, obtém-se
o produto escalar com o gradiente (E - VV); mantendo-se o escalar V e aplicando o operador ao

campo, obtém-se o produto com o divergente (V(V - E ).

Isolando o termo presente na integral (V(V - E )), a identidade assume o arranjo:

V(V-E)=V-(VE)-E-VV

Sabendo que o campo relaciona-se com o potencial por E=-VV (ou seja, VV = —E ),
o ultimo termo simplifica-se para -E - (—E ) = |E |. Substituindo essa expansio de volta na

integral de volume, o termo desmembra-se na soma de duas novas integrais:
W= @/v C(VE)dv' + @/|E|2dv'
2 Jv 2 Jv

A primeira integral de volume pode ser convertida em uma integral sobre a superficie

fechada S que limita o dominio por meio da aplica¢do direta do Teorema da Divergéncia (Teorema

de Gauss):
/ V. (VE)dV = 55 (VE) - dS’
1% S

Ao estendermos as fronteiras de integracdo para abranger todo o espaco, o volume V
torna-se infinito e a superficie fechada S afasta-se para o infinito. Como o potencial de uma
distribuicdo localizada decai com pelo menos 1/r e o campo elétrico com 1/r2, o produto VE

2

decai com 1/r3. Dado que a drea da superficie da esfera cresce apenas com r2, a integral de

superficie remanescente converge identicamente para zero no limite em que r — oo.

Dessa forma, restando apenas a segunda contribui¢do integral, a energia total assume sua

forma mais moderna e abrangente:

w=2 / |E|?dv
2 todo o espago

Esta formulagdo altera profundamente a interpretacao fisica do fendmeno: ela sugere

que a energia nao reside nas cargas propriamente ditas, mas sim no campo elétrico distribuido
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pelo vacuo. Sob essa perspectiva, o termo %SoEZ representa uma densidade de energia local,
estabelecendo que onde houver campo elétrico, haverd energia armazenada no espago. Essa
conclusao € um pilar fundamental para o estudo de ondas eletromagnéticas e para a formulacao

completa das Equacoes de Maxwell.

Exemplo 1:Calcular a energia armazenada no interior do cabo coaxial abaixo

N 1
eps
al|b
L
i N I

N~
Figura 16: Cabo coaxial de comprimento L ao longo do eixo z, com raio interno a e externo b,
apresentando densidade superficial de carga ps na superficie interna.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando a Lei de Gauss para uma superficie cilindrica de raio p (a < p < b), a carga

total envolvida € Q;,; = ps(2maL). O campo elétrico na regido entre os condutores é:

2ralpg

y{E-dS‘:%:E-(zan): — E=2¢
S €0 €0 PO

A energia total armazenada no campo ¢ dada pela integral de volume do quadrado do

campo elétrico em todo o espaco onde ele existe (neste caso, apenas entre a € b):

80 =)
=— [ |E|"dV
i

O elemento de volume em coordenadas cilindricas € dV = p dp d¢ dz. Substituindo o

L 2 b 2
W:@/ / / (psa) pdpde dz
2. Jo Jo Ja \eop

Retirando as constantes da integral:

2r
W = 80 pa /dz/ d¢/—dp

campo:
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As integrais em z e ¢ resultam em L e 2, respectivamente. A integral em p resulta no

logaritmo natural:

2.2
w = B4 ~(L).(2n)-1n(9)
2o a

Simplificando a expressdo, obtemos a energia total armazenada no interior do cabo:

W= —anzaz In (é)
&0 a

Exemplo 2:Calcular a energia armazenada no capacitor abaixo:

|4

Figura 17: Representacdo de um capacitor de placas paralelas, separadas por uma distancia d,
com campo elétrico uniforme.

1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como o campo elétrico entre as placas € uniforme, a diferenca de potencial U (ou V)

entre elas pode ser obtida pela integral de linha:
d_ d
U:/ E-dl = U:E/ dl = U=FE-d
0 0

Utilizando a formulacdo moderna da energia em termos do campo elétrico uniforme E = o /&p:

W:@/Ezdv
2 Jy

Como o campo € constante em todo o volume V = A - d entre as placas:

W=TENA-d)

Substituindo E = U/d na expressdo acima:

_80 U2 _1 SQA 2
veglafea=a )

Observa-se que o termo entre parénteses depende exclusivamente da geometria do
dispositivo (drea e distancia) e do meio. Este termo é definido como a capacitancia (C) do

capacitor:
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Dessa forma, a energia armazenada pode ser escrita na forma cléssica:

1
W = —CU?
2

O a defini¢ao e célculo da capacitincia, serd o objeto de nosso estudo na préxima se¢ao.

2.3.8 Calculo da Capacitancia

A capacitancia (C) € uma medida da capacidade de um sistema de condutores de armazenar
carga elétrica para uma determinada diferenca de potencial. Ela € definida matematicamente pela

razdo entre a magnitude da carga Q em um dos condutores e a diferenca de potencial U entre eles:

Para o célculo da capacitancia de qualquer configuragdo, seguimos o procedimento

padrao:

1. Determinamos a carga elétrica E entre os condutores utilizando a Lei de Gauss: f E-dS =

Q/eo.
2. Calculamos a diferenca de potencial U através da integral de linha do campo: U = f E-dl.

3. Substituimos Q e U na definigdo de C.

1. Cabo Coaxial

Retomando o cabo coaxial de comprimento L e raios a e b, vimos que o campo elétrico é

E 2_ A diferenca de potencial entre os cilindros é:

= 2neglp”
b
b
U:/ Q dp = Q In|—
a 2meoLlp 2reoL a

Aplicando a definicdo C = Q/U:

C o 27T80L
coaxial — —ln(b/a)

2. Capacitor Esférico

Considere duas cascas condutoras esféricas concéntricas de raios a (interna) e b (externa).
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Figura 18: Capacitor esférico formado por duas superficies condutoras concéntricas de raios a e
b, carregadas com cargas +Q e —Q.

Fonte: Elaborado pelo autor.

0

4regr?”

Pela Lei de Gauss, o campo entre as esferas (a < r < b) é E = A diferenca de

potencial € calculada por:

Il
U= ——dr=——|--7|=

o 4negr 4dreg \a b dregg \ ab
Substituindo na defini¢do de capacitancia, obtemos:

ab
Cesférico = L_ =4rep ( a)

Observacao

Note que, em ambos os casos, a capacitancia resultante depende exclusivamente de
constantes fisicas (&) e de pardmetros geométricos do dispositivo, confirmando que a capacitincia

€ uma propriedade intrinseca da geometria do sistema.

2.3.9 Equacoes de Poisson e Laplace

Partindo da Lei de Gauss na forma diferencial, V - E = p/&o, € sabendo que o campo
eletrostatico € irrotacional, podemos defini-lo como o gradiente negativo do potencial escalar

(E = —VV). Substituindo uma na outra, obtemos a relacao fundamental:

V.(-vwy=£ — vy=_2
&0 E0)

Esta é a Equacao de Poisson. Em regides do espaco onde ndo ha densidade de carga (p = 0), a

equacao se simplifica para a Equacao de Laplace:

V2V =0
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Resolucao em uma dimensao (1D)

Em uma dimensao, a Equagdo de Laplace reduz-se a uma derivada segunda nula:

d*v
— =0 = V(x)=ax+b
dx?

Esta solucao demonstra que, em regioes livres de carga em 1D, o potencial varia linearmente,

comportando-se como uma equagao de reta.

&
e
<
S
—e
<
&
e
<

Figura 19: Distribuicdo de potencial ao longo de uma dimensao.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como ilustrado na Figura 19, se tivermos pontos em x = 0, x = 1 e x = 2 com potenciais
15V, 30V e 45V respectivamente, temos que encontrar os coeficientes a e b que satisfazem a

equagao da reta:
temos que encontrar os coeficientes a e b que satisfazem a equacao da reta:

A partir dos pontos fornecidos no gréafico da Figura 20, podemos montar um sistema

simples. Para x = 0, temos V(0) = 15, o que nos da diretamente o coeficiente linear:

15=a(0)+b = b=15

Para x = 1, temos V(1) = 30. Substituindo o valor de b:

30=a(l)+15 = a=15

Assim, a equagdo que descreve o potencial para este caso é V(x) = 15x + 15.

Figura 20: Representacao do potencial elétrico em fungdo da posic¢ao, evidenciando comporta-
mento linear.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Propriedade da Média

Ao observar o ponto central x = 1, onde o potencial € 30V, notamos que este valor é
exatamente a média aritmética dos potenciais nos pontos equidistantes x = 0 (15V) e x =2
(45V):

vy = DB a0y
2

Esta ndo é uma coincidéncia numérica, mas uma propriedade fundamental das funcdes

que satisfazem a Equacdo de Laplace. Como a solucdo em uma dimensao € sempre uma reta

(equacdo linear), o valor em qualquer ponto serd sempre a média de seus vizinhos imediatos.

E importante destacar que essa caracteristica, embora féacil de visualizar na reta, se
expande para duas e trés dimensdes: na Equacao de Laplace, o potencial em um ponto qualquer é
sempre o valor médio do potencial ao seu redor (seja em um circulo no 2D ou em uma esfera
no 3D). Isso garante que o campo eletrostitico, em regides sem carga, seja sempre "suave",
sem apresentar picos ou vales locais de potencial. Dessa propriedade da média, deriva uma das
conclusdes mais importantes da eletrostdtica em regides sem carga: o potencial elétrico nao pode

assumir valores de maximo ou minimo locais no interior de um volume.

Se o valor em um ponto é sempre a média dos valores ao seu redor, € impossivel que esse
ponto seja maior (mdximo) ou menor (minimo) que todos os seus vizinhos simultaneamente. Para
que a média se mantenha, se houver um vizinho com valor maior, obrigatoriamente deverd haver
outro com valor menor. Portanto, os valores extremos de potencial de um sistema devem estar
localizados, necessariamente, nas fronteiras da regiao, ou seja, nas superficies dos condutores

que delimitam o campo.

2V 3 4V

Contorno com potenciais prescritos (V)

Figura 21: Distribuicio de potencial ao longo do contorno de uma superficie fechada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como observado na Figura 21, temos um contorno com potenciais prescritos que variam
de OV a 10V. Pela propriedade da média aplicada ao espaco bidimensional, o potencial em
qualquer ponto no interior dessa curva serd um valor intermedidrio, estritamente contido no

intervalo entre o valor minimo (0V) e o valor maximo (10V) encontrados na borda.
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Isso implica que, no interior dessa superficie, o potencial serd uma func¢do "suave"que
redistribui as diferencas de potencial do contorno, garantindo que ndo existam acimulos de

energia ou "picos"de campo onde ndo existam cargas reais para gera-los.

Ao considerarmos uma superficie fechada onde todos os pontos do seu contorno possuem
0 mesmo potencial constante, como os 10V ilustrados na Figura 22, a propriedade da média nos
leva a uma conclusao direta: o potencial em qualquer ponto do interior deve ser, obrigatoriamente,

igual ao valor da borda.

10 V 10V 10V

Figura 22: Distribui¢do de potencial constante ao longo do contorno de uma superficie fechada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se tentdssemos imaginar um ponto interno com um valor diferente, por exemplo 10, 1V
ou 9,9V, esse ponto quebraria a regra da média, pois ele passaria a ser um miximo ou um
minimo local, o que a Equacao de Laplace proibe na auséncia de cargas. Portanto, se a fronteira
€ constante, o potencial "dentro"ndo tem outra escolha a ndo ser manter-se constante e idéntico a

fronteira.

Condutor Esférico em Equilibrio

Considere um condutor esférico de raio R com uma carga total Q em equilibrio eletros-
tatico, como ilustrado na Figura 23. Em equilibrio, as cargas distribuem-se uniformemente na

superficie externa, resultando em uma densidade superficial o = Q/ (47R?).
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Figura 23: Condutor esférico em equilibrio eletrostatico, com cargas distribuidas na superficie e
raio R.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Calculo do Campo Elétrico (E): Aplicando a Lei de Gauss para uma superficie gaussi-

ana esférica de raio r:

Interior (r < R): Como a carga reside apenas na superficie, a carga interna € nula
(Qint = 0). Logo, E - 4nr> =0 = Eyy = 0.

Exterior (r > R): A carga total envolvida € Q. Assim, E - Anr? = Qley = Em =

Na superficie (r = R), o campo sofre uma descontinuidade, assumindo o valor Ej,, r =

o/eg.

Calculo do Potencial Elétrico (V): O potencial em qualquer ponto € a integral de linha
do campo vindo do infinito. Para o exterior (» > R):

ro . 7 0 )
Vext:_/oo Eext'dl:_/oo (W)dr

r r
:_Q r/—Zdr/:_Q _l
drey Joo dreg | 1|
0 |1 ol = 1 0
T drey | r " Amey r
Na borda da esfera (r = R), o potencial vale Vj,,4, = 4#80% Para o interior (r < R), a diferenca

de potencial entre a borda e um ponto interno é:
r - -
Vint = Vborda = _/ Eip - dl
R

Como E;,;; = 0, a integral é nula, o que implica que V;,; = Vporqq para todo o interior.

Este resultado corrobora perfeitamente com a propriedade da média da Equacdo de

Laplace discutida anteriormente. Como o potencial na fronteira € constante (V = kQ/R) e nao
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existem cargas no interior da esfera, o potencial em todo o volume interno € "forcado"a manter
esse mesmo valor constante. A inexisténcia de uma variacdo de potencial (VV = () garante que
o campo elétrico seja nulo, consolidando o conceito de blindagem eletrostatica: o interior do
condutor esté protegido de influéncias elétricas externas, independentemente da carga depositada

em sua superficie.

2.3.10 Método das Imagens

O Método das Imagens € uma técnica poderosa fundamentada no Teorema da Unicidade.
Este teorema garante que, se encontrarmos uma solucio para o potencial V que satisfaca a
Equacdo de Poisson na regido de interesse e respeite as condi¢des de contorno estabelecidas,

essa solugdo serd a tnica possivel, independentemente de como foi obtida.

Como observado na Figura 22 (a), o semi-plano a direita do plano infinito condutor
aterrado ndo possui cargas, sendo regido pela Equacio de Laplace (V2V = 0). Com o contorno
em V = 0, o potencial em toda essa regido a direita é nulo. J4 no semi-plano a esquerda, a

presenca da carga +¢q define uma regido regida pela Equagdo de Poisson.

+q d
O : e X
= i
ov
(a) Carga +¢g proxima a um plano (b) Método das imagens: substituicdo do plano condutor por uma carga
condutor aterrado (V = 0). imagem —q, com linhas de campo equivalentes. O plano pontilhado

é equipotencial com V' = 0 e o campo elétrico é perpendicular a ele
em todos os pontos.

Figura 24: Sistemas equivalentes pelo método das imagens

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para evitar a resolucdo direta da equagao diferencial, aplicamos o método substituindo o
plano infinito condutor por uma carga imagem —q posicionada simetricamente a distancia d
atrds do plano, conforme a Figura 22 (b). Como essa nova configuragdo mantém o plano z = 0
com potencial zero, a solug@o para o campo no semi-espaco original serd idéntica a do problema

real.
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Calculo do Potencial e Densidade Induzida

Z jr
Pix, . 2)
R e N ittt :,.I'
oG
:
s : z—d
+q C}’._r____ P !
S |
d :
|
:
I 47
I “H‘““-‘-=_Hq rj’,," it
o __: ______ ) i o YO
)
I
ﬁ':

Figura 25: Representagao tridimensional do problema apresentado

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando a representacdo tridimensional da Figura 23, o potencial em um ponto P(p, z)

qualquer a esquerda do plano € a soma das contribuicdes da carga real e da carga imagem:

1 1
Vo +(z=d)? P+ (z+d)

q
dreg

Vip,2) =

Para encontrar a densidade de carga induzida o~ no plano infinito, utilizamos a condi¢ao
de contorno para o campo elétrico normal a superficie condutora (E,, — E1,, = 0/&p). Como o
campo no interior do condutor (regido a direita) € zero, temos E, = 0 /&p. O campo E € obtido

pelo gradiente negativo do potencial em relagdo a z, avaliado em z = 0:

E ov . ov
= - — o= —-&) —
: ﬁz z=0 ’ 82 z=0

Derivando a expressao do potencial em relagio a z e aplicando z = 0:

7(p) = 2r(p? + d?)3/2
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Carga Total Induzida

Para encontrar a carga total acumulada no plano (Q;,4), integramos a densidade o sobre

toda a drea do plano infinito usando coordenadas polares (dA = p dp d¢):

2 00 _qd o o
ind = — 1 ,dpde =—qd P
Qind /0 /o 27r(p2+d2)3/2p pd¢ q /0 (P2 + d2)3/2 P

Resolvendo a integral, obtemos:
Qina = —q
Este resultado confirma fisicamente o método: o plano condutor "gera"uma carga total induzida

exatamente igual e oposta a carga real que o influencia.

2.3.11 Campo Elétrico na Matéria

Para compreender o comportamento do campo elétrico quando este interage com meios
materiais, faz-se fundamental, primeiramente, estabelecer a distincao cldssica entre materiais
condutores e isolantes (ou dielétricos), uma vez que a disposi¢ao e a mobilidade das cargas

internas determinam a resposta macroscépica do sistema.

Os condutores sdo materiais que possuem uma abundancia de portadores de carga livres
— tipicamente elétrons na banda de conduc¢do, no caso dos metais. Quando submetidos a um
campo elétrico externo, essas cargas movem-se com extrema facilidade, rearranjando-se na
superficie do material até que o campo elétrico resultante em seu interior seja nulo, atingindo o

chamado equilibrio eletrostatico.

Por outro lado, os isolantes, comumente denominados dielétricos, caracterizam-se pela
auséncia ou escassez de portadores de carga livres. Nesses materiais, os elétrons estdo fortemente
ligados aos seus respectivos nicleos atdbmicos ou moleculares. Sob a influéncia de um campo
elétrico externo, ndo ocorre uma corrente de conducao, mas sim um fendmeno conhecido como
polarizacio. Esse processo consiste no deslocamento microscépico das cargas positivas (nicleos)
na direcdo do campo e das cargas negativas (nuvem eletronica) na direcdo oposta, resultando na

criac@o ou no alinhamento de dipolos elétricos elementares ao longo do material.

2.3.12 O Dipolo Elétrico

A entidade fundamental para descrever a polarizacdo nos dielétricos € o dipolo elétrico.
Um dipolo elétrico idealizado consiste em um sistema composto por duas cargas pontuais de
mesma magnitude ¢, mas de sinais opostos (+¢ € —¢g), separadas por uma distancia vetorial fixa

S
d, cujo sentido aponta, por conven¢do matemdtica, da carga negativa para a carga positiva.

O parametro que quantifica a intensidade e a orientacdo desse sistema é 0 momento de

dipolo elétrico (p), definido formalmente pela expressao:

p=qd
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Quando uma molécula polar (como a da d4gua) ou uma molécula apolar polarizada por
um campo externo € analisada macroscopicamente, o efeito combinado desses momentos de

dipolo determina as propriedades elétricas da matéria.

2.3.12.1 Determinacdo do Campo Elétrico de um Dipolo em um Ponto P

Considere um dipolo elétrico alinhado ao longo do eixo z, centrado na origem do sistema
de coordenadas. Desejamos calcular o potrncial elétrico gerado por essa configuragdao em um
ponto genérico P, situado a uma distancia r consideravelmente maior do que a separagdo d entre

as cargas (r > d).

A Figura 26 ilustra a geometria do problema no plano bidimensional, destacando os

vetores de posi¢do e as componentes envolvidas.

Figura 26: Geometria para o célculo do potencial elétrico de um dipolo em um ponto genérico P.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O potencial elétrico V no ponto P € a superposi¢ado linear dos potenciais de cada carga

V(P) = — (1_1) g (r_—r+)

drweg \ry  r_ Adreg \ ryr_

individual:

Utilizando a lei dos cossenos e a aproximagado para longas distancias (r > d), podemos

aproximar as distancias geométricas por:
ry ®xr— —cosf
2

r_~r+ —cosé
2
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Substituindo estas aproximacdes no numerador e considerando que no deminador

r,r— ~ r?, obtemos a expressio simplificada do potencial dipolar:

V(r,0) ~

q (dcos@)_pcos@ _p-a

2 2

drngg \ r  dxegr?  Ameor

2.3.13 Polarizacao e Potencial de uma Distribuicao de Dipolos

Ap6s estabelecer o comportamento eletrostdtico de um dipolo elétrico isolado no espago,
torna-se necessdrio estender essa formulacao para cendrios em que o campo elétrico interage com
um meio material macroscépico. Um dielétrico real contém uma densidade imensa de 4tomos ou

moléculas que atuam como dipolos microscépicos elementares.

Cada um desses dipolos individuais possui um momento de dipolo definido por:
p=qd

Para descrever o estado elétrico global desse meio material, introduz-se a grandeza vetorial
macroscopica denominada Vetor de Polarizacao (P), que representa a densidade volumétrica

de momento de dipolo elétrico, expressa formalmente por:

B

215
l

No Sistema Internacional de Unidades (SI), a polarizacao P é medida em Coulomb por

metro quadrado (C/m?).

2.3.13.1 Potencial de um Meio Polarizado

Considere um volume V’ de material dielétrico submetido a um processo de polarizacao.
Um elemento infinitesimal de volume dv’ conterd um momento de dipolo elementar dado por
dp = Pdv.O potencial eletrostatico total V gerado por toda a distribuicao continua de dipolos
em um ponto de observacgdo externo P € obtido integrando-se as contribuicdes de cada elemento

de volume sobre todo o dominio ocupado pela matéria:

1 P-a
V= / Dy
dreg Jyr r?

onde r = |R — R’| descreve a distancia geométrica existente entre o elemento de volume fonte (na

posicao 13’) e o ponto onde se calcula o potencial (na posi¢ao ﬁ).

Uma identidade matematica vetorial conveniente permite reescrever o termo geométrico
interno do integrando. Sabendo que o gradiente da fung¢do reciproca da distancia em relacdo as

coordenadas da fonte é dado por:
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Pode-se reescrever o potencial elétrico original na seguinte forma integral:

1 _ 1
V= / P-V (—) dv’
4ney Jyr r

2.3.13.2 Desenvolvimento e a Identidade Fundamental

Para transformar a equacao integral do potencial em termos fisicamente interpretdveis,
utiliza-se a identidade do cdlculo vetorial que rege o divergente do produto de um escalar por um
vetor. Conforme detalhado na secdo 2.8.7 durante o estudo da energia eletrostatica, esse operador

expande-se de maneira andloga a regra do produto da derivada convencional.

Aplicando a identidade V - (f IZ) =A-V f+ f(v- K) em relag@o as coordenadas da fonte

(V’), e definindo as substitui¢des estruturais f = % e A= f_; isola-se o termo de interesse do

ﬁ~V’(l):V’~(£)—;(V’~I3)

integrando:

r r

Substituindo essa expansdo diretamente na integral do potencial, o termo original

desmembra-se na soma de duas novas integrais lineares:

1 P 1 v.P
V= / V. (—) dv' — / dv'
dreg Jyr r dney Jyr 1

A primeira integral da equacao pode ser convertida de uma integral de volume para uma

integral de superficie fechada por meio da aplicagdo do Teorema da Divergéncia, seguindo o

mesmo procedimento matemdtico consolidado anteriormente:

P P-dS
/V’-(—) dv':}{
’ r ’ r

Desta maneira, o potencial eletrostatico exato de qualquer meio polarizado passa a ser

descrito pela expressdao combinada:

1 P-i 1 _V'.P
V= f s+ ( ) av/

" dne r 4ney Jyr r

2.3.13.3 O Surgimento das Cargas Ligadas

A estrutura matematica obtida possui equivaléncia direta com a equagdo geral do potencial
gerado por distribuicdes macroscOpicas cldssicas de cargas elétricas (superficiais e volumétricas).

Por analogia direta com o modelo cldssico de Coulomb:

[j[ @d5'+/ @dv’]
A & \"4 r

Ve 1
_471'8()
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Podem-se identificar duas novas fontes efetivas de campo, denominadas cargas ligadas
(ou cargas de polarizacao):

op,=P-n

pp=-V-P

Onde o, representa a densidade superficial de carga ligada e p;, a densidade volumétrica
de carga ligada. O termo "ligada"refere-se ao fato de que essas cargas nio possuem liberdade de
condugdo pelo material; elas permanecem vinculadas as estruturas atdmicas locais, surgindo

apenas devido ao deslocamento microscépico induzido pela polarizacao.

Fisicamente, a densidade superficial o, = P-a quantifica o fluxo do vetor de polarizacao
que efetivamente atravessa a fronteira geométrica exterior do material. Se as linhas do vetor
P apontam para fora da superficie (ﬁ -1 > 0), ha o acimulo local de cargas ligadas positivas
(op > 0). Inversamente, se as linhas convergem para o interior do volume (}; - 71 < 0), verifica-se

a manifestacdo de cargas superficiais negativas (o < 0).

Por sua vez, a densidade volumétrica p, = =V - P atua como uma medida de divergéncia
ou do acimulo interno de carga resultante de distor¢des espaciais na polariza¢do. Caso o meio
material apresente uma polarizacdo estritamente uniforme (15 = constante), o divergente do vetor
serd identicamente nulo (V - P= 0), implicando na completa auséncia de cargas ligadas liquidas

no interior do volume (p; = 0).

2.3.13.4 Exemplo Pratico: A Cuba Polarizada Uniformemente

Para ilustrar de forma concreta a fisica das cargas ligadas e a aplicacdo geométrica das
equacoes deduzidas, considere o exemplo de um bloco dielétrico em formato de cuba retangular
perfeitamente homogénea. Internamente, o arranjo ordenado de seus constituintes microscopicos
alinha-se uniformemente de modo a gerar um vetor de polarizacdo constante e direcionado
ao longo do eixo horizontal, denotado por P = P#, conforme esquematizado na geometria

elementar:

=+ =+ =+ =+
=+ =+ =+ =+
=+ =+ =+ =+

Como o vetor momento de dipolo aponta convencionalmente da carga negativa para
a carga positiva, o vetor de polarizagdo macroscopica aponta estritamente para a direita. Para
determinar a distribuicdo espacial de cargas ligadas que simula esse meio material, analisa-se
primeiramente a casca geométrica completa da superficie fechada S que envolve a cuba (composta

por suas seis faces externas).
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Na face lateral esquerda do bloco, o vetor unitdrio normal a superficie aponta no sentido

oposto ao eixo de coordenadas (77 = —X). Portanto, a densidade superficial resulta em:

op = (PR) - (-%) = —P

Na face lateral direita, o vetor unitdrio normal aponta no mesmo sentido do eixo (7 = X),
fornecendo:
op = (PX)-(X) = +P

Nas quatro faces restantes que limitam o volume da cuba (superior, inferior, fron-
tal e traseira), os respectivos vetores normais sao ortogonais ao eixo x (direcdes +y e *7).

Consequentemente, o produto escalar anula-se de maneira idéntica, resultando em o7, = 0.

o
Para o célculo interno do volume, como a polarizacdo P = Px é espacialmente uniforme,

suas derivadas parciais espaciais sao nulas. A aplicacdo do operador divergente resulta em:

pp=-V-(P%)=0

Este resultado demonstra de forma analitica que nao hd actimulo liquido de carga no
interior do dielétrico, ocorrendo apenas o surgimento de duas camadas de sinais opostos em suas
extremidades. Se calcularmos a carga liquida total ligada (Q}) integrando as densidades sobre a

superficie, observa-se que:

Qb=j§0'de:‘/ (+P)dS+/ (-P)dS =0
S direita esquerda

Esse comportamento reflete com exatidao a fisica microscépica do sistema: os dipolos
elétricos moleculares ndo criam cargas liquidas reais a partir do nada; eles promovem estritamente

um processo de separacao e deslocamento espacial de cargas pré-existentes.

2.3.13.5 A Grande Ponte Conceitual da Eletrostatica

O desenvolvimento matemadtico estabelecido nesta subse¢do condensa a ideia central de
todo o estudo dos campos elétricos na matéria. A construcao tedrica partiu de uma descri¢ao
estritamente microscopica formulada em termos de momentos de dipolo individuais (13) e
convergiu para uma descricao macroscopica cldssica baseada em densidades equivalentes de

cargas elétricas (pp € 0p).

A relevancia prética dessa transicao € profunda. Uma vez determinadas as fun¢des de
distribui¢do de cargas ligadas superficiais e volumétricas associadas a polarizag¢ao do dielétrico,
pode-se, para fins de célculo pratico, desconsiderar a complexidade da estrutura interna dos
dipolos. O meio material passa a ser tratado como uma distribui¢do convencional de cargas
no vacuo, permitindo a aplicacdo direta de todo o arcabougo matematico e fisico previamente

consolidado na eletrostatica classica:
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V, E, V-E, LeideGauss, Equacdo de Poisson e Equacdo de Laplace

Esta equivaléncia estabelece uma ponte conceitual unificada, reduzindo o problema
complexo da interagdo eletrostatica em meios materiais ao cdlculo analitico de campos gerados

por distribuicdes equivalentes de carga.

2.3.14 Dielétricos Lineares e o Vetor Deslocamento Elétrico

A formulagdo eletrostdtica desenvolvida até o momento estabeleceu uma base conceitual
partindo de entidades microscépicas (os dipolos) para determinar o surgimento de distribuicdes
macroscopicas equivalentes de carga (as cargas ligadas p; € 0},). Contudo, em problemas praticos
de engenharia e fisica experimental, lidar diretamente com o monitoramento dessas cargas

induzidas torna-se uma tarefa analiticamente complexa.

Para contornar essa dificuldade e viabilizar a resolucdo de problemas reais, a teoria
eletromagnética introduz o Vetor Deslocamento Elétrico (13). Essa grandeza ndo decorre da
descoberta de um novo fendémeno fisico, mas sim de um refinamento matemaético projetado
para isolar a influéncia das cargas ligadas e simplificar a aplica¢do da Lei de Gauss em meios

materiais.

2.3.14.1 A Origem Matematica do Vetor Deslocamento

Para compreender a necessidade analitica do vetor D, inicia-se a anédlise pela forma
diferencial da Lei de Gauss usual no vicuo, a qual permanece vélida no interior de qualquer meio

material, desde que computadas todas as fontes de campo:

Protal
€0

V.E=

Nesse contexto, a densidade volumétrica total de carga (pgta1) deve ser explicitamente
desmembrada como a superposi¢do das densidades de cargas livres (p, oriundas de portadores
de conducdo ou inseridas externamente no sistema) e de cargas ligadas (pp, decorrentes da

polarizacdo atdmica do material):

Protal = Pf + Pb

Substituindo essa decomposicao na Lei de Gauss fundamental, obtém-se:

Pr+ Pp
€0

V.E=

Como demonstrado anteriormente através do potencial dipolar, a densidade volumétrica

de carga ligada associa-se diretamente ao comportamento espacial do vetor de polariza¢ao por
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meio da relacdo p, = —V - P. Ao realizar essa substitui¢do no integrando, a expressao assume a

forma:

V.E =

Multiplicando ambos os membros da igualdade pela permissividade elétrica do vacuo

(£0), isolam-se os termos operados pelo divergente:
80(V~E):pf—v'ﬁ
80(V-E)+V-ﬁ=pf

Aproveitando a propriedade de linearidade do operador diferencial linear, o divergente

pode ser colocado em evidéncia através da identidade V - A+V-B=V- (K + E):

V-(80E+ﬁ)=pf

Nesse estdgio do desenvolvimento matematico, observa-se o surgimento recorrente da
combinagdo linear (8057 + 13). Com o prop6sito de simplificar a notacao e consolidar essa resposta
do meio em uma Unica varidvel constitutiva, define-se formalmente o Vetor Deslocamento
Elétrico (13) Ccomo:

l_j = Sog + ﬁ
Substituindo essa defini¢do diretamente na expressao anterior, consolida-se a Lei de

Gauss para o vetor deslocamento em sua forma diferencial:

V-D=py

A relevancia fisica desse resultado reside em uma comparacao direta de escopo: enquanto
o campo elétrico E "enxerga"a totalidade das cargas presentes no espago (py + pp), 0 vetor
deslocamento elétrico D responde exclusivamente a presenca de cargas livres (py).

2.3.14.2 Formulacao Integral e Aplicacao Pratica

Para fins de célculo prético, a transi¢ao para a forma macroscopica integral realiza-se

aplicando-se o Teorema da Divergéncia sobre um volume arbitrdrio V delimitado por uma

Lﬂvmm:fﬁd§
\% S

Uma vez que V- D = py, a integral volumétrica da densidade de cargas livres resulta na

superficie fechada S:

carga liquida livre total (Q r) contida no interior do dominio Gaussiano:

/MW=%
Vv
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Dessa forma, estabelece-se a Lei de Gauss para o vetor deslocamento na forma integral:

fﬁ-dg):Qf
S

A utilidade analitica dessa formulacao € imensa. Considere, como exemplo ilustrativo,
uma esfera condutora carregada com uma carga livre Q imersa em um meio dielétrico espesso. Em
uma abordagem baseada estritamente no campo E, o cdlculo demandaria determinar previamente
o acumulo de carga ligada negativa na interface interna do material e de carga ligada positiva na

extremidade externa.

Por meio do vetor D, contudo, a imposi¢ao da simetria esférica sobre a superficie

Gaussiana reduz o problema a tnica fonte controldvel experimentalmente:

Q

D,(4nr*) = Q; = D, = ——
(4mr”) Qs 4rr?

O deslocamento elétrico é determinado imediatamente, de forma independente do

rearranjo e da geometria das cargas ligadas geradas pelo dielétrico.

2.3.14.3 Dielétricos Lineares e Relacoes Constitutivas

A simplificacdo introduzida pelo vetor D atinge seu potencial maximo quando aplicada a
classe dos dielétricos lineares. Um meio material € classificado como linear quando o vetor de
polarizagdo macroscépica induzida manifesta uma proporcionalidade direta com a intensidade
do campo elétrico local:

PxE

Isso implica que qualquer acréscimo proporcional no campo elétrico resulta em um au-
mento idéntico na magnitude da polarizacao dos dipolos. Essa relacio é formalizada introduzindo-

se uma constante adimensional denominada susceptibilidade elétrica (y,):

I; = EOXeE

A susceptibilidade elétrica y, atua como uma medida quantitativa da facilidade com que
um determinado meio material se polariza sob a acdo de um estimulo externo. Para o viacuo
absoluto, onde nao hd matéria para sofrer distorcdo espacial de cargas, tem-se y, = 0. Para
materiais dielétricos reais e homogéneos, verifica-se y, > 0. Quanto maior for o valor desse
parametro, maior serd a densidade de dipolos induzidos e, consequentemente, mais acentuada

serd a atenuacdo do campo elétrico resultante no interior do material.

Para unificar essas definicoes, substitui-se a equacao linear da polarizacao diretamente

na defini¢do geral do vetor deslocamento:

-

D= 80177 + SoXeE: =¢go(l + )(e)E
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O agrupamento constante (1 + y.) define uma nova propriedade adimensional do meio,
denominada permissividade relativa (&,), também referida na literatura cldssica como constante
dielétrica:

e =1+ x.

A multiplicacao da permissividade relativa pela constante fundamental do vicuo consolida

a chamada permissividade absoluta (¢) do meio material:

£ = &8

A equacdo constitutiva fundamental que rege o comportamento de um dielétrico linear,

homogéneo e isotropico assume a expressao linear simplificada:
D =¢E

Fisicamente, essa cadeia de relagdes evidencia a mecanica de operagao dos dielétricos.
Enquanto no vacuo o acoplamento entre os vetores € dado por D = &E, no meio material ele
passa a ser ditado por D = ¢E. Como & > &o para qualquer isolante real, observa-se que, para
uma mesma configuracdo fixa de cargas livres (o que mantém o vetor D inalterado), a magnitude

do campo elétrico E resultante serd drasticamente reduzida pela presenca da matéria.

2.3.14.4 Problema de Aplicacao: Esfera Condutora com Casca Dielétrica

Considere uma esfera condutora ideal de raio a, com uma carga livre total Q distribuida
em sua superficie. A esfera estd envolvida por uma casca dielétrica linear e homogénea de raio
interno a e raio externo b, caracterizada por uma permissividade absoluta . A regido externa a

casca (r > b) é constituida pelo vacuo.
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S

,/})(r) Vicuo (&p)

r>b

Dielétrico

(&)

Figura 27: Representacao geométrica do problema de fronteira: nicleo condutor esférico com
carga Q envolvido por uma casca dielétrica de permissividade absoluta €.

Fonte: Elaborado pelo autor.

1. Determinacao do Vetor Deslocamento Elétrico (13)

A tnica fonte de cargas livres no sistema € a carga Q localizada no condutor central.
Aplicando-se a Lei de Gauss para o vetor deslocamento sobre uma superficie esférica Gaussiana

de raio r > a, e aproveitando a simetria radial dada por D = D,(r)d,, obtém-se:

j{f) . dS = Q; = D,(4nr*) = Q
s
Dessa forma, o vetor deslocamento elétrico para qualquer ponto além do nicleo condutor
€ expresso por:
Q

D=-—"=_4 r>a
4ﬂ_r2r ( )

2. Determinacao do Campo Elétrico (E )

As propriedades do campo elétrico variam de acordo com as trés regides distintas do

espago:

* No interior da esfera condutora (r < a), o campo elétrico € nulo devido ao equilibrio
eletrostatico:
E=0
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* No interior da casca dielétrica (a < r < b), utiliza-se a relag@o constitutiva linear D = ¢E:

= Q0

E =
drer? "

* No espaco externo (r > b), o meio material cessa e o acoplamento volta a ser regido pela

permissividade do vicuo (5 = 80E ):

o .

.
4reor?

E =
3. Vetor de Polarizacao (15)

A partir da definicdo geral do deslocamento elétrico, isola-se o vetor de polarizagcdo
macroscépica como P = D — gyE. Substituindo as expressdes correspondentes para a regiao

ocupada pelo dielétrico (a < r < b), obtém-se:

ﬁ:iar—so(iar)zi(l—@)d,

4r? 4rrer?

4. Calculo das Densidades de Cargas Ligadas

A densidade volumétrica de carga ligada (pp) no interior do isolante € avaliada aplicando-

se o operador divergente em coordenadas esféricas sobre o vetor P:

Pb=—V'ﬁ:—V-[g(l ‘980)r2

Sabendo do cdlculo vetorial que o divergente do termo % € nulo para qualquer ponto
fora da origem (r # 0), e dado que o dominio do dielétrico restrmge—se ao intervaloa < r < b,
conclui-se que:

pp=0

Para as cargas ligadas superficiais (o = P - i), deve-se avaliar a orientacao dos vetores

normais unitdrios as superficies da casca material:

* Na interface interna (r = a), o vetor normal ao dielétrico aponta para o interior da esfera

a,,(a):[ o (1——) ](ar)— Q2(1—@)

4ra? 4ra e

(h = —a,):

* Na interface externa (r = b), o vetor normal aponta para fora do sistema (77 = a,):

(fb(b):[4Qb2 (1__) ] @)= b2( 830)
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5. Quantificacao das Cargas Totais

As cargas superficiais ligadas totais acumuladas em cada uma das fronteiras sao calculadas

multiplicando-se as densidades pelas respectivas dreas geométricas das cascas esféricas:
0s(a) = o3(a) - (4ma?) = 0 (1 - =)
0s(b) = a(b) - (4mb”) = 0 1= 2)
A soma algébrica das cargas de polarizagdo resulta em:

0% = Qy(a) + Qp(b) = 0

Este resultado valida consistentemente a conservacio de cargas, uma vez que 0 processo
de polarizacdo linear apenas desloca os centros de carga da estrutura atdmica, sem criar carga
liquida no diel€trico. Em contrapartida, a densidade superficial de carga livre (oy) localizada
estritamente na superficie do condutor central mantém-se igual a:

Q

Or =
I~ ana?

6. Potencial Eletrostatico e Capacitancia

Adotando-se o referencial nulo no infinito (V(c0) = 0), o potencial elétrico na superficie

do condutor central V(a) é determinado integrando-se o campo elétrico ao longo do caminho

b a
V(a) = - / B dF - / Eet - dF
00 b

00 b
V(a) :/ Q dr + O dr
b

radial vindo do infinito:

4rregr? o 4ner?
0 o (1 1
V(a) = T
(@) dnegb  4me (a b)

Agrupando os termos, estabelece-se o potencial da esfera condutora:

O |1(1 1 1
Via)=—1|-|-—-=|+—
(@) dr le\a b gob
Como o interior de um condutor em equilibrio eletrostitico constitui uma regiao

equipotencial, o valor obtido em V(a) estende-se inalterado para qualquer ponto interno (r < a),
incluindo a prépria origem do sistema (V(0) = V(a)).

Por fim, a capacitancia equivalente (C) desta configuracdo geométrica material é obtida
diretamente pela razdo entre a carga livre armazenada e a diferenca de potencial gerada:
0 4

C:V(a):l(l_%)_,_L
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Este problema atua como uma sintese pratica para o tema, explicitando como a formulacao
do vetor deslocamento D simplifica a resolu¢do de problemas eletrostiticos em meios materiais

ao contornar o calculo prévio das cargas ligadas superficiais e volumétricas.

2.4 Introducido a Magnetostatica

Assim como no capitulo anterior, recomenda-se ao leitor consultar a obra de Griffiths
(GRIFFITHS, 2011) para um estudo mais aprofundado dos conceitos apresentados. Além disso,
as videoaulas disponibilizadas pelo canal Eletromagnetismo UFF (Eletromagnetismo UFF,
2026) constituem um excelente material complementar para o acompanhamento deste capitulo.
A magnetostatica € o ramo do eletromagnetismo que estuda campos magnéticos produzidos
por cargas elétricas em movimento estaciondrio, isto €, situagdes nas quais as distribuicdes de
corrente e os campos gerados ndo variam com o tempo. Seu principio fundamental € que cargas
elétricas em movimento produzem campos magnéticos no espaco ao seu redor, os quais podem

exercer forcas sobre outras cargas em movimento.

Em analogia a eletrostdtica, onde cargas elétricas em repouso produzem campos elétricos,
a magnetostatica busca descrever os campos gerados por correntes constantes e as forcas

associadas a essas correntes.

A corrente elétrica € definida como a taxa temporal de passagem de carga elétrica através
de uma superficie. Se uma quantidade diferencial de carga dq atravessa uma secao transversal

durante um intervalo de tempo dt, a corrente é dada por

_dq

I =—.
dt

A unidade de corrente elétrica no Sistema Internacional é o ampere (A), definido como

1A=1C/s.
Forca Magnética Sobre uma Particula

Considere uma carga puntiforme ¢ movendo-se com velocidade ¥ em uma regido onde
existe um campo magnético B. Experimentalmente verifica-se que essa carga fica sujeita a forca

magnética

F=gVxB.

Essa forca € sempre perpendicular tanto a velocidade da particula quanto ao campo

magnético, caracteristica expressa pelo produto vetorial.
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2.4.1 Correntes Lineares, Superficiais e Volumétricas

As fontes de campo magnético podem assumir diferentes formas dependendo da maneira
como a carga elétrica estd distribuida no espaco. Quando as cargas estdao confinadas a uma
linha, utiliza-se a corrente elétrica I; quando estdo distribuidas sobre uma superficie, utiliza-se a
densidade superficial de corrente K;e quando ocupam uma regido tridimensional, utiliza-se a

densidade volumétrica de corrente J.

Embora as descri¢des sejam diferentes, todas representam o mesmo fendomeno fisico:

cargas elétricas em movimento produzindo campos magnéticos.

Corrente Linear

Considere uma distribuicao linear de cargas caracterizada pela densidade linear de carga

_d

A=—.
dl

e —

N

Figura 28: Corrente elétrica fluindo através de um fio retilineo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Durante um intervalo de tempo dt, os portadores de carga percorrem uma distancia

dl =vdt.

A quantidade de carga transportada nesse intervalo é

dg = Adl.

Substituindo dI = vdt,
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dg = Av dt.

Dividindo ambos os lados por dt,

Portanto,

I=av

Para determinar a forca magnética exercida sobre o fio, partimos da forca magnética

sobre uma carga puntiforme,

dF = dgV x B.

Observa-se que a quantidade fundamental que aparece na expressio é dg v. Utilizando

dg = Adl,
obtemos
dgv = Adlv.
Como Av =1,
dgv =1dl.

Substituindo na expressao da forga,

dF = Idl x B.

Integrando ao longo de todo o condutor,

F- [1dixB
Corrente Superficial

Considere agora uma distribui¢do de carga confinada a uma superficie. Define-se a

densidade superficial de carga por
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l

<
RN

Figura 29: Corrente elétrica fluindo atraves de uma superficie.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pela construgao geométrica ilustrada na figura,

dA = di, dl.

Como os portadores se deslocam paralelamente a corrente,

dl” =vdt.

Logo,

dA =dl, vdt.

Substituindo na defini¢cdo de densidade superficial,
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dg=0dA=odl,vdt.

Agrupando os termos o v, define-se a densidade superficial de corrente

K=oV
Assim,
dq=Kdl, dt.
Dividindo ambos os lados por df,
dl =Kdl,.

Para calcular a corrente total é necessdrio somar todas as contribui¢des diferenciais. Para
isso escolhe-se uma curva arbitraria C que atravesse completamente a regido por onde a corrente
flui.

A componente perpendicular d/; pode ser obtida projetando o elemento diferencial da
curva dl na direcdo perpendicular a corrente. Essa direcdo é fornecida pelo vetor K X i, onde 7 é

o versor normal a superficie.

Assim,

dl, =dl- (K xn).

Substituindo em dI,

dl = (K x ) - dl.

Integrando ao longo da curva C,

1:/(12><ﬁ)-di.
(o

Utilizando a identidade do produto misto,

1:/12-(ﬁ><d7)
C

Para determinar a for¢ca magnética sobre a distribuicao superficial, voltamos a expressao
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dg =Kdl, dt.

Multiplicando pela velocidade,

dgv = Kdl, (vdt).

Como
vdt = dl”,
segue que
dqf; = Kle_ dl”.

Mas

dl, dl = dA.
Logo,

dq¥v = K dA.

Substituindo na for¢ca magnética,

dF = (K x B) dA.

Integrando sobre toda a superficie,
Fe [&xBaa
S
Corrente Volumétrica

Quando as cargas ocupam uma regido tridimensional do espaco, define-se a densidade

volumétrica de carga por

_dq
P=av
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Figura 30: Corrente elétrica fluindo atraves de um volume.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pela constru¢do geométrica mostrada na figura,

dV =dA, dl.
Como
dl = vdt,
segue que
dV = dA | vdt.

Substituindo na defini¢do de densidade volumétrica,

dg=pdV = pdA, vdt.

Agrupando os termos pv, define-se a densidade volumétrica de corrente
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J = pv.
Assim,
dg =JdA, dt.
Dividindo por dt,
dl = JdA,.

Como apenas a componente perpendicular da drea contribui para a corrente, a expressao

geral € escrita na forma de fluxo,

dl = J-dS.

Integrando sobre uma superficie transversal completa,

1:/f-d§
S

Para determinar a for¢ca magnética correspondente, voltamos a expressao

dg =JdA, dt.

Multiplicando pela velocidade,

dgv = JdA, (vdr).

Como

dAJ_(th) = dV,

segue que

dgv =7Jdv.

Substituindo na expressao da forca magnética,

dF = (Jx B)dV.
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Integrando sobre todo o volume,
F= / (J x B)dV
14
Sintese

As descrigOes linear, superficial e volumétrica representam diferentes maneiras de
descrever a mesma fonte fisica de campo magnético. Em cada caso, o termo fundamental presente

na forca magnética é

-

dgv.

Dependendo da distribuicdo de carga considerada, esse termo pode ser escrito como

dgv=1dl=KdA=J7dv
A Tabela 6 resume os principais resultados obtidos.

Tabela 6: Comparacao entre as diferentes descricdes de corrente.

Distribuicdo Corrente Elemento de Corrente  Forca Magnética

Linear I =2 1dl ﬁ:/ldixé
Superficial K = 0¥ K dA F= / (K x B) dA
s
Volumétrica J = oV Jdv F= /(fx B)dV
4

Carga Puntiforme como uma Distribuicao

As densidades de carga introduzidas anteriormente permitem descrever distribuicoes

continuas de carga. Em particular, a densidade volumétrica de carga satisfaz a relacao

q=/pdV,
|4

ou seja, a carga total contida em um volume € obtida integrando-se a densidade de carga

sobre esse volume.

No caso de uma carga puntiforme localizada na posi¢do 7, toda a carga encontra-se
concentrada em um tnico ponto do espago. Para representar matematicamente essa situagao,

utiliza-se a fungdo delta de Dirac. Procuramos uma densidade volumétrica p(7) tal que
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/ p(F)dV = q.
14
A escolha

p(r) = q 6(F — 7o)

satisfaz imediatamente essa condicao, pois

/Qa@—amv:qfaﬁ-amvzq
1% Vv

A fungdo delta atua como um filtro da integral, anulando todas as contribui¢des exceto
aquela correspondente ao ponto ry. Dessa forma, toda a carga fica concentrada nesse tnico ponto,

embora continuemos utilizando a linguagem das distribui¢cdes continuas.

Se a carga estiver em movimento, sua posi¢ao passa a depender do tempo,

o = ro(t),

e a densidade volumétrica correspondente torna-se

p(F,1) = q 6(F = 7o(r)) .

Podemos entdo verificar a consisténcia da defini¢do da densidade de corrente,

J=p¥.

Substituindo a densidade de carga da particula,

J(F, 1) = g v 6(F = Fo(0)) .

Multiplicando por um elemento de volume dV,

JdV = qv§(F - Fo(t) dV.

Integrando sobre um volume que contenha a particula,

/dequ/é(?—?o(t)) dv,
\%4 \4
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de onde segue

/de:qT/.
%

Este resultado mostra que a quantidade ¢ v, que aparece naturalmente na forca magnética
sobre uma carga puntiforme, corresponde ao andlogo discreto do elemento de corrente volumétrico
J dV. Assim, as descricdes de particulas e distribuicdes continuas sdo perfeitamente consistentes

entre si.

24.2 Equacao da Continuidade

A equacdo da continuidade € a expressdao matematica da conservacdo da carga elétrica.
Sua interpretacdo fisica € simples: a carga elétrica ndo pode ser criada nem destruida; ela apenas
se desloca de uma regido para outra. Assim, qualquer diminui¢ao da carga contida em um volume

deve estar associada a uma corrente liquida saindo desse volume.

Considere um volume fixo V imerso em uma distribui¢ao de corrente, conforme ilustrado

na figura.

AN
/
]

Figura 31: Volume de controle imerso em uma distribui¢do de corrente. As linhas de corrente
atravessam a superficie fechada S, permitindo relacionar o fluxo de corrente a variacao
da carga armazenada no interior do volume.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se Q representa a carga total armazenada no interior do volume, entao

Q:/pdV.
14

Quando existe uma corrente liquida saindo da regido considerada, a carga armazenada

em seu interior diminui. Por essa razao,

dQ
dt’
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O sinal negativo surge da convencdo adotada para a corrente. Correntes positivas
correspondem a fluxo de carga saindo do volume, enquanto Q representa a carga armazenada
em seu interior. Portanto, quando a corrente liquida € positiva, a carga interna necessariamente
diminui.

Substituindo a expressao para Q,

4o

Como o volume considerado € fixo no espago,

d(dv)
dr

Assim, a derivada atua apenas sobre a densidade de carga,

ap

I =-
az

dv.

Por outro lado, a corrente total que atravessa a superficie fechada S que envolve o volume

pode ser calculada diretamente a partir da densidade de corrente,

I:ffdi
S

Aplicando o Teorema da Divergéncia,

I:/V-de.
\%

E importante observar que o volume V presente nesta integral € exatamente o mesmo
volume utilizado na expressao da carga armazenada. Em ambos os casos, a integracdo € realizada

sobre a mesma regido fisica do espaco. Dessa forma, as duas expressoes obtidas para a corrente

/@dv /V~de.

Reunindo os termos em uma Unica integral,

/(V J+a—)dV 0.
v 0

Como essa igualdade deve ser valida para qualquer volume arbitrario V, conclui-se que o

podem ser igualadas,

integrando deve ser identicamente nulo. Portanto,
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Esta € a forma diferencial da equacdo da continuidade.

No regime magnetostético, as distribui¢des de carga e corrente nao variam com o tempo.

Consequentemente,

ap
L =0,
ot

e a equacgao da continuidade reduz-se a

vV-J=0.

Esse resultado mostra que, em magnetostética, as linhas de corrente ndo possuem fontes
nem sorvedouros no interior do dominio considerado: toda corrente que entra em uma regiao

deve necessariamente sair dela.

2.4.3 Lei de Biot-Savart

A Lei de Biot—Savart estabelece a relacdo entre uma distribui¢do de corrente elétrica
estaciondria e o campo magnético produzido por ela. Assim como a Lei de Coulomb permite
determinar o campo elétrico gerado por uma distribuicao de cargas, a Lei de Biot—Savart fornece

0 campo magnético gerado por uma distribuicdo de correntes.

Seu principio fundamental afirma que cada elemento infinitesimal de corrente contribui
com uma parcela diferencial do campo magnético em um ponto do espaco. O campo total €

obtido pela superposicao de todas essas contribui¢des.

Considere um elemento diferencial de corrente 7 dI localizado na posi¢do 7/, € um ponto

de observacdo P localizado na posi¢ao 7, conforme ilustrado na figura.

Figura 32: Geometria utilizada na Lei de Biot—Savart. O elemento de corrente I d¢, localizado na
posi¢do 7/, produz uma contribui¢io para o campo magnético no ponto de observagio
P, localizado na posi¢io 7.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A distancia entre o elemento de corrente e o ponto de observacdo € dada por

=/

R=7V-7F

O modulo dessa distancia é

R=1|F-7|.

O versor que aponta do elemento de corrente para o ponto de observacao é

- -y
R _F-TF
Cl(;’_;'/) - |,‘.’_ "}/l

A Lei de Biot—Savart afirma que o campo magnético produzido pela distribuicdo de

corrente é dado por

E(F) B & / Idlx &(7_7/)

4n 7F-72

A direcao da contribuicdo diferencial do campo magnético € determinada pelo produto
vetorial entre o elemento de corrente I d] e o versor d¢—_yry- Dessa forma, o campo magnético €
sempre perpendicular ao plano formado pelo elemento de corrente e pelo vetor que liga a fonte

ao ponto de observagao.

Observa-se ainda que a intensidade da contribuicdo decai com o quadrado da distancia
entre a fonte e o ponto de observaciao, comportamento andlogo ao encontrado na Lei de Coulomb

para o campo elétrico.

E importante observar que o elemento de corrente / dI presente na Lei de Biot—Savart
ndo constitui a tnica forma de descrever uma fonte magnética. Conforme discutido anteriormente,
todas as descri¢cdes de corrente representam a mesma quantidade fisica fundamental, associada a

uma carga em movimento. Dessa forma,

dgv=1dl=KdA=Jadv.

Consequentemente, a Lei de Biot—Savart pode ser reescrita para distribui¢cdes lineares,
superficiais ou volumétricas de corrente simplesmente substituindo-se o elemento / dl pela

descri¢do mais conveniente da distribui¢do considerada.

2.4.4 Campo Magnético Produzido por um Fio Retilineo Infinito

Uma das aplica¢des mais importantes da Lei de Biot—Savart consiste na determinagdo do

campo magnético produzido por um fio retilineo percorrido por uma corrente constante /. Além
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de possuir grande relevancia prética, este problema ilustra claramente a utilizacao da lei em uma

situacdo de alta simetria.

Considere um fio retilineo coincidente com o eixo x, percorrido por uma corrente /, e

um ponto de observagdo P localizado a uma distancia perpendicular r do fio.

P
4
0
_ P-l
r
I
s a
dt

¢

Figura 33: Geometria utilizada no calculo do campo magnético produzido por um fio retilineo
através da Lei de Biot—Savart.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pela Lei de Biot—Savart,

O modulo da contribuicdo diferencial é

B = ,u_oldl sitia’
Ar |7 - ]2

onde a € o angulo entre o elemento de corrente d¢ e o vetor que liga esse elemento ao

ponto de observagao.

Observando a geometria da figura, verifica-se que

r

Vr2 + £2

sina =

e que

F =€ = Vr2 + 2.

Substituindo essas relagdes na expressao anterior,
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/Jol rdl

) e —
dre (r2 + 232

Como todas as contribuicdes possuem a mesma direcao, perpendicular ao plano da figura,

o campo total é obtido integrando-se ao longo de todo o fio,

,uoI rdl
(r2 + 232

Neste ponto, a integracdo pode ser simplificada através da mudanca de varidvel angular

ilustrada na figura abaixo.

fio condutor

Figura 34: Geometria utilizada para determinar os limites angulares da integracdo na Lei de
Biot—Savart para um fio retilineo finito.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da figura, observa-se que

SUeS

tang =

de onde segue

¢ =rtand.

Derivando,

dt = rsec?6deo.

Além disso,

r? + 02 = r*(1 + tan® ) = r? sec? 6.

Portanto,
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(r>+ 237 = P sec’s.
Substituindo na integral,

_pol [r(r sec? 0)d6

B =
47 r3sec3 0

Simplificando,

1
B = Ho? cos 6 do.

nr

Os limites de integracdo sao determinados pela geometria da segunda figura. Para um fio

de comprimento arbitrério,

[ %
B = Ho? cos6do.

dxr 0,
Assim,

_pol g,

B = 4—71'}" [Slne]gl s
ou seja,
ol

B = (sinf, —sin6).

4rr
Esta expressdo fornece o campo magnético produzido por um segmento retilineo finito
percorrido por corrente.

Para o caso particular de um fio infinito,

T T
0] = —5 € 92 = E
Logo,
B = 'u—OI [sin (f) — sin (_f)] .
A7y 2 2
Como
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T
-~ =-1
()
segue que
Mol
B="—"(2).
471r( )
Finalmente,
Mol
B=—
2nr

A direcdo do campo magnético € tangente as circunferéncias centradas sobre o fio, sendo

seu sentido determinado pela regra da mao direita.

o1}

im

=

Figura 35: Linhas de campo magnético produzidas por um fio retilineo percorrido por corrente.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Forca entre Dois Fios Paralelos

Uma aplicag¢do importante da forca magnética sobre correntes consiste na interacao entre
dois fios retilineos paralelos percorridos por correntes estaciondrias. Considere dois fios muito
longos separados por uma distancia r, transportando correntes I; e I, conforme ilustrado na

figura.
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I L

Figura 36: Forcas magnéticas entre dois fios retilineos paralelos percorridos por correntes no
mesmo sentido. O campo magnético produzido por cada fio atua sobre a corrente do
outro, resultando em uma forca de atracao mutua.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O campo magnético produzido pelo fio 1 no local onde se encontra o fio 2 é dado pelo

resultado obtido na secdo anterior,

_ moly

B = :
2nr

A forca magnética exercida sobre o fio 2 pode ser calculada a partir da expressao geral

ﬁ:IZ/deﬁl.

Como o campo magnético produzido pelo fio 1 € perpendicular ao elemento de corrente

df do fio 2, 0 médulo da forca torna-se

F:b/BM&

Além disso, para dois fios paralelos separados por uma distancia fixa r, o campo B;

possui 0 mesmo valor ao longo de todo o trecho considerado do fio. Assim,

F:h&/ﬁ&

Se o comprimento analisado do fio for L,
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F=D5LBL.

Substituindo a expressao para o campo magnético produzido pelo fio 1,

I
F=1 (M) L.
2nr

Portanto,

ILiLL
F:ﬂ012 .
2rr

Dividindo ambos os lados pelo comprimento L, obtém-se a forca magnética por unidade

de comprimento,

F_ pohh
L 2nr

Este resultado mostra que a forca € diretamente proporcional ao produto das correntes e

inversamente proporcional a distancia entre os fios.

A direcao da for¢a é determinada pela regra da mao direita aplicada a expressao

- - -

dF =1d¢xB.

Quando as correntes possuem o mesmo sentido, os fios se atraem mutuamente. Por outro
lado, quando as correntes possuem sentidos opostos, as forcas mudam de direcao e os fios passam

a se repelir.

2.4.5 Entendendo o Campo Magnético como uma Manifestacio Relativistica do Campo
Elétrico

A Lei de Biot—Savart permite obter uma interpretacao particularmente interessante do
campo magnético produzido por uma carga puntiforme em movimento. Para isso, consideremos

a forma da lei escrita em termos de uma distribuicdo volumétrica de corrente,

B(F) =22 ’
(¥) = dv

1o /ﬂ?’)x(?—?')

F -7

Antes de prosseguir, vale recordar a representagdo de uma carga puntiforme em termos
de densidade volumétrica de carga. Conforme discutido anteriormente, uma carga g localizada

na posi¢do ry pode ser descrita pela distribui¢do

p(r) = q 6(F = ro),
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uma vez que

/pde/qé(?—?o)dV:q.
v %

Utilizando a defini¢ao da densidade volumétrica de corrente,
J=p¥,
segue que

J(F) = gV 6(F - 7).

Além disso,

/ja’V:qT/,
1%

mostrando que a descri¢do de uma carga puntiforme em movimento € completamente

consistente com a relacao anteriormente obtida,

dgv=1dl=KdA=1Jdv.

Dessa forma, a Lei de Biot—Savart para uma particula pode ser obtida diretamente a

partir de sua forma volumétrica mediante a utilizacao da funcdo delta de Dirac. Para uma

-
carga puntiforme ¢ movendo-se com velocidade constante V, a densidade de corrente pode ser

representada por

JFY=qVes(F' -h),

onde 7 representa a posicdo instantinea da carga.

Substituindo essa expressao na Lei de Biot—Savart,

B - @/6]‘76(7’—70) X (F =7

 4rm |7 =73
A propriedade filtrante da fun¢do delta permite eliminar

resultando em

o VXF-7)

B(7) =
)= ! =P

Reorganizando os termos,

av’.

a integral imediatamente,
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B() = oV x

1(7—70)]-

47T |l7 - I_’)()P

Multiplicando e dividindo a expressdo por &y,

E(F) = /1()8()‘7 X

q (7—70)].

drey |F = 1o|?

A quantidade entre colchetes € precisamente o campo elétrico produzido por uma carga
puntiforme,

qg (F-7)

drey |F =1l

E{) =

Portanto,

EZ,U()S()‘_/)XE_:.

Nas proximas etapas da disciplina ¢ demonstrado que as constantes fundamentais do

eletromagnetismo satisfazem a relacdo

1
Hogo = —»
c2

onde ¢ € a velocidade da luz no vacuo.

Consequentemente,

- 1—> -
B:—ZVXE.
C

Esse resultado sugere uma profunda conexdo entre os campos elétrico e magnético.
Em particular, ele indica que o campo magnético produzido por uma carga em movimento
pode ser interpretado como uma consequéncia da combinacdo entre um campo elétrico e o
movimento relativo entre observador e fonte. Essa ideia € formalizada posteriormente pela Teoria
da Relatividade Restrita, na qual os campos elétrico e magnético passam a ser compreendidos

como diferentes manifestagdes de uma mesma entidade fisica: o campo eletromagnético.

2.4.6 Divergente do Campo Magnético

Uma propriedade fundamental dos campos magnéticos € que suas linhas de campo
nao possuem inicio nem fim. Diferentemente do campo elétrico, cujas linhas podem surgir ou
terminar em cargas elétricas, as linhas de campo magnético formam sempre curvas fechadas.

Matematicamente, essa propriedade € expressa pela relagao
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V-B=0.
Para demonstré-la, partimos da forma volumétrica da Lei de Biot—Savart,

=7

§®=@/ﬂmxé¥—wc
4r i
Aplicando o operador divergente em ambos os lados,

=7

P =7
|7 =73

v.B=H0 V-(f(?’)x
dr

) na

Utilizando a identidade vetorial
V-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB),

obtemos

(VxD=T-vx|——L_\|av.
|7 =73

O primeiro termo € nulo porque o operador V atua sobre as coordenadas sem linha

(x, y, ), enquanto J(F") depende apenas das coordenadas de integracdo (x’, y’, z’). Assim,

VxJF') =0.

Resta analisar o segundo termo. Observe que

LA
F-7p \IF-F)

Portanto, esse campo pode ser escrito como o gradiente de um potencial escalar.

Sabemos que o rotacional de um campo gradiente € identicamente nulo. De fato, pelo

Teorema Fundamental das Integrais de Linha,

/ VV -dl = V(B) - V(A).
C

Quando o percurso € fechado,

€ consequentemente
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jfvv-dizo.
C

Pelo Teorema de Stokes,

yfvvui:/(vavydi
C S

o que implica

V x (VV) = 0.

Logo,

Os dois termos do integrando sao nulos, resultando em

V-B=0.

Conclui-se, portanto, que o campo magnético nao possui fontes nem sorvedouros. Em
outras palavras, ndo existem monopolos magnéticos isolados e as linhas de campo magnético

formam sempre curvas fechadas.

2.4.7 O Rotacional do Campo Magnético

Uma vez obtida a expressao do campo magnético produzido por um fio retilineo infinito, é

possivel investigar uma importante propriedade local desse campo através do operador rotacional.

Considere um fio retilineo infinito percorrido por uma corrente /, orientado ao longo do
eixo z. Conforme demonstrado anteriormente, o campo magnético produzido por esse fio € dado

por

Fotol,,

Considere agora uma curva fechada C envolvendo o fio, conforme ilustrado na figura.
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(a) Vista lateral

G

(b) Vista superior
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Figura 37: Curva fechada arbitrdria envolvendo um fio retilineo percorrido por corrente. A

circulacdo do campo magnético ao longo da curva depende apenas da corrente total
atravessando a superficie delimitada por C.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em coordenadas cilindricas, o elemento diferencial de comprimento pode ser escrito
como
dl=drad,+rdpds+dzas.

Calculando o produto escalar entre o campo magnético e o elemento diferencial de
comprimento,

.. I
B.-dl = (%%) . (drdr+rd¢d¢+dzdz) .

Como os versores cilindricos sdo ortogonais,

2% Clr:(), d(,;-&Z:O, &¢ &¢—1,
segue que
- 1
B-dl = 2% ag).
2nr
Portanto,

- - I
B-dal = ©% 4.
2

Integrando ao longo de toda a curva fechada,
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. I
%B-dl:’“‘i de.
c 2 Je

Como a curva envolve completamente o fio,

y{dqb =2,
c

resultando em

Aplicando o Teorema de Stokes,

y{§~d7:/(Vx§)~d§.
C S

Logo,

/(Vxﬁ)-d§:yol.
S

Por outro lado, a corrente que atravessa a superficie S pode ser escrita em termos da

I:/fdi
S

Substituindo na expressao anterior,

/Wx@wﬁ:m/fdﬁ
S S

densidade de corrente,

Portanto,

VXEZ/,t()f.

O resultado mostra que correntes elétricas atuam como fontes do rotacional do campo
magnético, estabelecendo uma importante distin¢cao em relacdo ao campo elétrico eletrostético,

cujo rotacional € nulo.

2.4.8 Formas Integrais e a Lei de Ampere

As equacgodes diferenciais obtidas anteriormente podem ser reescritas em suas formas

integrais, revelando interpretacdes geométricas importantes para o campo magnético.
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Partindo da relacao

V.-B=0,

e aplicando o Teorema da Divergéncia, obtém-se

//V(V-E)dV://SE-d§.

Como o divergente do campo magnético € nulo em todos os pontos do espaco,

Esta é a forma integral da Lei de Gauss para o magnetismo. Ela afirma que o fluxo
magnético liquido através de qualquer superficie fechada € sempre nulo. Em outras palavras, as

linhas de campo magnético ndo possuem origem nem término, formando sempre curvas fechadas.

De maneira andloga, na secdo anterior foi obtida a relacdo

VXEZ/J().;.

Aplicando o Teorema de Stokes,

fé-di://wxﬁ)-di
C S

segue que
Reconhecendo que

representa a corrente total que atravessa a superficie delimitada pela curva C, obtém-se

y{g : dg: ,UO]enc-
C

Esta expressao € conhecida como Lei de Ampere.

A curva fechada C utilizada na integracdo recebe o nome de curva amperiana. A

corrente I, corresponde a soma algébrica de todas as correntes que atravessam a superficie
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delimitada por essa curva. Dessa forma, a Lei de Ampere relaciona a circulacdo do campo

magnético ao redor de um caminho fechado com a corrente total enlagada por esse caminho.

Uma caracteristica particularmente importante da Lei de Ampere € sua aplicabilidade em
problemas que apresentam elevado grau de simetria. Em muitas situagdes fisicas, a direcao do
campo magnético pode ser determinada previamente por argumentos geométricos e pela regra da
mao direita. Conhecido o sentido do campo, torna-se possivel escolher uma curva amperiana

adequada para a qual o produto escalar B - df assuma uma forma simples.

Nessas circunstancias, a integral de linha pode ser calculada diretamente, permitindo
determinar o médulo do campo magnético de maneira muito mais simples do que pela aplicagdo
direta da Lei de Biot—Savart. Por essa razdo, a Lei de Ampere constitui uma das ferramentas
mais poderosas da magnetostdtica para o calculo de campos magnéticos em sistemas com alta

simetria.

Nas préximas sec¢oes serdo apresentados alguns exemplos cldssicos de aplicagcao da Lei
de Ampere, evidenciando como a escolha apropriada da curva amperiana permite determinar o

campo magnético de forma rdpida e elegante.

Campo Magnético Produzido por um Fio Retilineo Infinito

Considere um fio retilineo infinito percorrido por uma corrente /. Conforme discutido
anteriormente, as linhas de campo magnético produzidas por esse fio sdo circunferéncias
concéntricas centradas sobre o eixo do condutor, com sentido determinado pela regra da mao

direita.

A elevada simetria do problema sugere a escolha de uma curva amperiana circular de

raio r, também centrada sobre o fio, conforme ilustrado na Figura 38.

Figura 38: Curva amperiana circular utilizada no cdlculo do campo magnético produzido por um
fio retilineo infinito.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A escolha dessa amperiana ndo € arbitraria. Em cada ponto da curva C, o vetor campo

magnético € tangente a trajetoria de integracdo. Consequentemente,
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Bl di,
o que implica

B-df = Bdt.

Além disso, devido a simetria cilindrica do problema, o0 médulo do campo magnético

permanece constante ao longo de toda a amperiana. Dessa forma, a Lei de Ampere

j{é'dz):/.lo]
C

B}gdé’:,uol.
C

Como a integral de linha corresponde ao comprimento da circunferéncia de raio r,

‘?{df = 2nr,
C

torna-se

segue que
BQ2nr) = pol.
Portanto,
1
B=£",
2nr

Observa-se que a simplicidade da deducdo decorre diretamente da escolha apropriada da
amperiana. Em problemas com elevado grau de simetria, a Lei de Ampere permite obter o campo
magnético de maneira extremamente eficiente, evitando integragdes mais elaboradas associadas

a Lei de Biot—Savart.

Campo Magnético Produzido por um Plano Infinito de Corrente

Considere uma superficie plana infinita percorrida por uma densidade superficial de

corrente uniforme K, conforme ilustrado na Figura 39.
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WL

Figura 39: Plano infinito percorrido por uma densidade superficial de corrente uniforme K.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para compreender a direcao do campo magnético produzido por essa distribui¢do, pode-se
imaginar a superficie como sendo formada por um nimero muito grande de fios retilineos infinitos

paralelos, todos percorridos por correntes no mesmo sentido.

Cada fio produz linhas de campo magnético circulares ao seu redor. Quando as contribui-
coes de todos os fios sdo somadas, observa-se que as componentes verticais do campo magnético
cancelam-se mutuamente por simetria. De fato, para cada fio localizado a esquerda de um ponto
de observacgdo existe um fio equivalente a direita produzindo uma contribuicao vertical de mesma

intensidade e sentido oposto.

Por outro lado, as componentes horizontais possuem O mesmo sentido e, portanto,
somam-se. Como consequéncia, 0 campo magnético resultante torna-se uniforme e paralelo ao
plano de corrente. Além disso, os sentidos do campo acima e abaixo da superficie sdo opostos,

conforme determinado pela regra da mao direita.

A Figura 40 apresenta uma vista frontal da distribui¢do de corrente, juntamente com uma

curva amperiana retangular utilizada para a aplicacdo da Lei de Ampere.

Vista frontal

________________________

amperiana

OOOOOOOOOOO

l

Figura 40: Amperiana utilizada na aplicacdo da Lei de Ampere para uma corrente superficial
uniforme.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A elevada simetria do problema permite concluir que o campo magnético possui médulo
constante ao longo dos segmentos superior e inferior da amperiana. Além disso, nesses trechos o

vetor campo magnético € paralelo ao elemento diferencial de comprimento d¢.
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Por outro lado, nos segmentos laterais da amperiana o campo magnético € perpendicular

ao caminho de integracao, de modo que

Assim, a Lei de Ampere

f E : d‘g) = ﬂOIenC
C

reduz-se a contribuicdo dos segmentos superior e inferior da amperiana,

BL + BL = MOI@HC’

ou seja,

2BL = MOIenc.
A corrente enlacada pela amperiana € obtida multiplicando-se a densidade superficial de
corrente pelo comprimento interceptado da superficie,
Iene = KL.

Substituindo essa expressdo na Lei de Ampere,

2BL = ugKL.
Cancelando o fator L,
2B = ,Ll()K .
Finalmente,
MoK
B=—.
2

Conclui-se, portanto, que o campo magnético produzido por um plano infinito percorrido
por uma densidade superficial de corrente uniforme possui médulo constante em ambos os lados

da superficie,

_ HoK
2 b

apresentando sentidos opostos acima e abaixo do plano.

B
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Campo Magnético Produzido por um Solenoide Ideal

Considere inicialmente o solenoide representado na Figura 41. Embora seja constituido
por um unico fio enrolado helicoidalmente, € conveniente observar que, quando projetamos
suas espiras no plano da figura, surgem duas fileiras de elementos de corrente: uma superior,
representada pelos simbolos ®, correspondendo a trechos da corrente entrando no plano da
pagina, e uma inferior, representada pelos simbolos ©, correspondendo a trechos da corrente

saindo do plano.

XKoo X Xe n X 36 DG G I DG XX R

g

IT@@@@@@@@@@@{I

Figura 41: Representacdo de um solendide.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa observacao permite compreender qualitativamente a formagdao do campo magnético
no interior do solenoide. A Figura 42 apresenta as contribuicdes produzidas por essas duas

fileiras de correntes.
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Figura 42: Contribuicdes das duas fileiras de espiras para o campo magnético de um solenoide.
As contribui¢des no interior possuem o mesmo sentido e se reforcam mutuamente,
enquanto fora do solenoide tendem a se cancelar.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Aplicando a regra da mao direita aos elementos de corrente da fileira superior (®),
verifica-se que o campo magnético produzido acima dessa fileira aponta para a direita, enquanto
abaixo aponta para a esquerda. Analogamente, para a fileira inferior (©), 0 campo magnético

aponta para a esquerda acima da fileira e para a direita abaixo dela.

Observa-se entdo que, na regido compreendida entre as duas fileiras, as contribui¢oes
possuem o mesmo sentido e se reforcam mutuamente. Em contrapartida, nas regides externas ao

solenoide, as contribuicdes possuem sentidos opostos e tendem a se cancelar.

A medida que o niimero de espiras aumenta, esse cancelamento externo torna-se cada vez
mais pronunciado, enquanto o refor¢o interno torna-se mais intenso. No limite de um solenoide
ideal infinitamente longo, o campo magnético externo pode ser considerado desprezivel quando

comparado ao campo existente em seu interior,

-

Bext ~ ()9

ao passo que, no interior do solenoide, o campo magnético torna-se aproximadamente

uniforme e paralelo ao seu eixo.

Essa elevada simetria permite a aplicacdo da Lei de Ampere utilizando a curva amperiana

retangular indicada na Figura 42. Assim,

f E . dg: IJOIenc.
C
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No segmento superior da amperiana, situado fora do solenoide, o campo magnético €

aproximadamente nulo, de modo que sua contribuicdo para a integral pode ser desprezada.

Nos segmentos laterais, o campo magnético € perpendicular ao elemento diferencial de

comprimento d¢, resultando em

B-df =0.

Consequentemente, apenas o segmento interno da amperiana contribui para a integral de

linha, fornecendo

fEdZ:BL.
C

Resta determinar a corrente enlagada pela superficie delimitada pela amperiana. Se
existem N espiras atravessando essa superficie e cada espira transporta uma corrente /, entao

Substituindo esse resultado na Lei de Ampere,

BL = uoNI.

Dividindo ambos os lados por L,

B = NI
—,UoL .

Portanto, o campo magnético produzido por um solenoide ideal € dado por

N
B = po—1.
Ho

Esse resultado mostra que a intensidade do campo magnético cresce linearmente com a
corrente elétrica que percorre as espiras € com o nimero de espiras por unidade de comprimento

do solenoide.

249 Condicoes de Contorno da Magnetostatica

Assim como na eletrostatica, as equacdes fundamentais da magnetostatica permitem
estabelecer relagdes entre os campos magnéticos imediatamente acima e abaixo de uma interface.

Essas relacdes sd@o conhecidas como condi¢des de contorno do campo magnético.
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Componente Normal (B )

Para determinar o comportamento da componente normal do campo magnético, aplicamos
a Lei de Gauss para o magnetismo na forma integral a uma superficie gaussiana cilindrica de

altura infinitesimal atravessando a interface entre dois meios.

-

By
n
Meio 1
Meio 2 .
n
B>

Figura 43: Superficie gaussiana atravessando a interface entre dois meios.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Lei de Gauss para o campo magnético estabelece que

%E.dsfzo.
S

No limite em que a altura do cilindro tende a zero, as contribui¢des da superficie lateral

tornam-se despreziveis, restando apenas os fluxos através das tampas superior e inferior.

Assim,

BlJ_A—BzJ_AZO.

Cancelando a area A,

By, - By, =0.

Portanto,

Bu = BZJ_-

Conclui-se que a componente normal do campo magnético € continua através da interface.
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/ B
Meio 1

Meio 2 P
B>

Figura 44: Caminho fechado atravessando a interface entre dois meios.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Lei de Ampere estabelece que

‘%E : dEZ /,t()lenc.
C

No limite em que a altura do retadngulo tende a zero, as contribui¢des dos lados
perpendiculares ao campo tornam-se despreziveis. Restam apenas os segmentos paralelos a

interface.
Desse modo,
Byt = Byt = polenc.

Se existir uma densidade superficial de corrente K concentrada na interface, a corrente

enlacada pela amperiana serd

Iene = KC.

Substituindo,

Byt — Byt = poK¢.

Cancelando o comprimento ¢,

By — By = nokK.

Portanto, a descontinuidade da componente tangencial do campo magnético € determinada

pela densidade superficial de corrente presente na interface.

Em resumo, as condicdes de contorno da magnetostatica sao

Bu = le,
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By = By = nokK.

Observa-se que essas relagdes sdo complementares as obtidas para o campo elétrico:
enquanto a componente normal de E pode apresentar descontinuidade devido a presenca de carga
superficial, ¢ a componente tangencial de B que pode apresentar descontinuidade em virtude da

existéncia de uma corrente superficial.

2.4.10 Torque sobre uma Espira Percorrida por Corrente

Considere uma espira retangular de lados a e b, percorrida por uma corrente constante /,
imersa em um campo magnético uniforme B. Seja fi o vetor unitario normal ao plano da espira,

formando um angulo € com a dire¢cao do campo magnético, conforme ilustrado na Figura 45.

AL
F a A
n
0
[T
I
b

Bl

Figura 45: Espira retangular percorrida por corrente imersa em um campo magnético uniforme.
O vetor normal fi forma um angulo # com o campo magnético aplicado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A for¢a magnética exercida sobre um elemento diferencial de corrente é dada por

dF = 1dl1 xB.
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Aplicando essa expressao a cada lado da espira, verifica-se que todos os lados estdao
sujeitos a acdo do campo magnético. Entretanto, as for¢cas atuantes em um dos pares de lados
apenas tendem a deformar a espira, produzindo esforcos internos de tragao e compressao, sem
contribuir para sua rotacao. Por outro lado, as forcas atuantes no outro par de lados possuem
mesma intensidade e sentidos opostos, porém atuam em linhas de acao distintas, formando um

bindrio responsavel pelo torque exercido sobre a espira.

O modulo da forca magnética em cada um desses lados €

F = IaB,

em que a corresponde ao comprimento do lado perpendicular ao campo magnético.

Como a distancia perpendicular entre as linhas de acdo das forgas € igual a

bsin@
2 b
o torque resultante possui médulo
bsin 6
=2F .
=5

Substituindo a expressao da forca magnética, obtém-se

7 = (IaB)(bsin 0),

ou, equivalentemente,

7 =1abBsing.

Como a drea da espira € dada por

segue que

7 =1ABsing.

A expressao anterior evidencia que o torque depende apenas da corrente elétrica, da drea

da espira, da intensidade do campo magnético e da orientagdo da espira em relacdo ao campo.

Define-se, entdo, o momento de dipolo magnético como
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m=/An,

em que h € o vetor unitdrio perpendicular ao plano da espira, cujo sentido é determinado

pela regra da mao direita.

Substituindo essa definicao na expressao anterior, obtém-se a forma vetorial do torque,

T =m X B.

Essa equag@o mostra que o campo magnético tende a alinhar o momento magnético da
espira com sua direcdo. O torque é mdximo quando m € perpendicular ao campo magnético e

nulo quando ambos os vetores sdo paralelos.

2.4.11 Potencial Vetorial Magnético

Na eletrostatica, o campo elétrico € descrito pelas equacdes de Maxwell

VXE=0.

Observa-se que a equacdo homogénea € justamente aquela cujo segundo membro € nulo.

Como o rotacional do gradiente de qualquer fun¢ao escalar € identicamente nulo,

V x (VV) = 0,

€ natural definir o campo elétrico em termos de um potencial escalar,

E=-VV.

Essa defini¢do satisfaz automaticamente a condicao

VXE =0,

restando apenas utilizar a equacdo da divergéncia para determinar a fun¢do potencial.

Aplicando o operador divergente em ambos os lados,

V-E=-V-(VV)=-V?V.
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Substituindo esse resultado na Lei de Gauss,

V2V = p
8 9
ou, de forma equivalente,
vy = -£
8 b

obtém-se a equagdo de Poisson, cuja solucgdo é

1 p(r) -,
V(r) = av.
®= 1) =¥

Uma vez conhecido o potencial elétrico, basta calcular seu gradiente para determinar o

campo elétrico.
O desenvolvimento do potencial vetorial magnético segue exatamente a mesma ideia.

Na magnetostdtica, as equagdes fundamentais sao

V xB = o).

Novamente, observa-se que a equacdo homogénea € aquela cujo segundo membro € nulo.

Como o divergente do rotacional de qualquer campo vetorial € identicamente nulo,

V.- (VxA)=0,

¢ natural definir o campo magnético como

B =V XA,

em que A é denominado potencial vetorial magnético.

Essa defini¢do satisfaz automaticamente a condi¢c@o

V-B=0,

restando apenas utilizar a Lei de Ampere para determinar o potencial vetorial.
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Substituindo a defini¢do anterior na Lei de Ampere,

V xB = uol,

obtém-se

VX (VXA)=upl.

Aplicando a identidade vetorial

Vx(VxA)=V(V-A)- VA,

segue que

V(V-A) - V2A = ul.

Entretanto, essa equagdo ainda € pouco conveniente, pois envolve simultaneamente a

divergéncia e o laplaciano do potencial vetorial.

Para simplificar sua resolu¢do, introduz-se um novo potencial vetorial
A=A+ V/f,

em que f é denominada funcao de calibre (ou funcio de gauge).

Essa transformacgdo ndo altera o campo magnético, pois

VXA =VXx(A+Vf)=VxA+Vx(Vf).

Como

Vx(Vf) =0,

segue que

VXA"=VxA=B.
Assim, diferentes potenciais vetoriais podem representar exatamente 0 mesmo campo
magnético.

A vantagem dessa liberdade consiste em escolher adequadamente a funcdo f, de modo

que o novo potencial satisfaca
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V-A"=0.
Essa escolha € conhecida como calibre de Coulomb.
Nessas condig¢des,
V(V-A") =0,

e a equacao anterior reduz-se a

~V2A’ = pol.

Como, a partir desse ponto, apenas o potencial calibrado serd utilizado, costuma-se omitir

0 apostrofo e escrever simplesmente

~V2A = uol.

Observa-se que essa equagdo possui exatamente a mesma estrutura da equagao de Poisson

da eletrostatica,

vy = -2
g
sendo, portanto, conhecida sua solugao,
Am =t [0 4y
4 ) |r-1'|

Embora A sejaum campo vetorial, cada uma de suas componentes satisfaz individualmente
uma equacdo de Poisson. Dessa forma, a determinacdo do potencial vetorial €, em geral, mais

simples do que calcular diretamente a integral da Lei de Biot—Savart.

z

Uma vez conhecido o potencial vetorial magnético, o campo magnético € obtido

simplesmente calculando seu rotacional,

B=VxA.

Percebe-se, portanto, uma notédvel analogia entre a eletrosttica e a magnetostatica. Na
eletrostdtica, determina-se inicialmente o potencial escalar V e, posteriormente, calcula-se seu
gradiente para obter o campo elétrico. De maneira andloga, na magnetostdtica determina-se
inicialmente o potencial vetorial A e, em seguida, calcula-se seu rotacional para obter o campo

magnético.
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2.4.12 Campo Magnético na Matéria

Até o momento, todas as expressdes desenvolvidas para o campo magnético consideraram
apenas correntes elétricas livres como fontes do campo. Entretanto, na maioria das aplicagcdes
praticas da Engenharia Elétrica, como motores, transformadores, indutores e maquinas elétricas
em geral, o campo magnético interage com materiais capazes de modificar significativamente
sua intensidade e distribui¢ao espacial. Para descrever matematicamente esse comportamento,
torna-se necessario compreender como a matéria responde a aplicagdo de um campo magnético

externo.

Embora um material ndo seja constituido por pequenas espiras de corrente, 0 movimento
orbital dos elétrons ao redor do niicleo € o momento angular intrinseco (spin) fazem com que
cada dtomo possua um momento de dipolo magnético equivalente ao produzido por uma pequena
espira percorrida por corrente. Na auséncia de um campo magnético externo, esses dipolos
encontram-se orientados aleatoriamente, fazendo com que o momento magnético resultante
do material seja praticamente nulo. Entretanto, quando um campo magnético € aplicado, parte
desses dipolos tende a alinhar-se com o campo, produzindo uma magnetiza¢do macroscépica do

material.

A expressdo obtida para o potencial vetor produzido por um unico dipolo magnético é

dada por:
Ho M X dg
Afr) = ——,
x) 4nr R?
em que
R=[r-r]
e
. r-r
dr = ——,
-

o potencial vetor produzido por uma distribuicdo continua de dipolos magnéticos pode

ser obtido pela superposic¢ao das contribuicdes de todos os dipolos presentes no volume,

Mo [ m X dp

—dV'.
4 \% R2

A(r) =
Assim como foi feito no estudo da polarizacdo elétrica, torna-se conveniente definir uma

grandeza macroscépica capaz de representar a densidade volumétrica de momentos de dipolo

magnético. Essa grandeza € denominada magnetizacao e € definida por
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dm

M= )
dav’

Fisicamente, a magnetizacao representa o momento de dipolo magnético existente por

unidade de volume do material. Consequentemente,

dm =MdV’,

permitindo escrever o potencial vetorial na forma

M(r’ )
A(r):?/wd‘/‘
T Jv R

Observa-se que essa expressao apresenta grande analogia com aquela obtida anteriormente
para o potencial elétrico de um dielétrico polarizado. Em ambas as formulag¢des, a influéncia da
distribui¢do de dipolos sobre o ponto de observagdo € descrita pelo mesmo versor dg, orientado
da fonte para o ponto onde se deseja determinar o potencial. A diferenga essencial encontra-se
na operacao vetorial utilizada: no caso elétrico, o potencial resulta do produto escalar entre o
vetor polarizacio e o versor dg, a0 passo que, no caso magnético, o potencial vetorial resulta
do produto vetorial entre o vetor magnetizacao e o versor d,. Essa diferenca reflete a prépria
natureza das grandezas envolvidas, uma vez que o potencial elétrico € uma grandeza escalar,

enquanto o potencial vetorial magnético constitui uma grandeza vetorial.

Para prosseguir com a dedugdo, utiliza-se a identidade

v (1) = 9r
R] R¥
em que o operador gradiente atua sobre as coordenadas da fonte r’. Substituindo essa

relagcdo na expressao anterior, obtém-se

Ho ’ ’ 1 ’
Ar)=— | M@)x V' [=] dVv'.
x) 4 L ) (R )
A forma acima € particularmente conveniente, pois permite empregar identidades vetoriais

para transformar a integral em expressoes que revelardo naturalmente as correntes equivalentes

produzidas pela magnetizacdo do material.

Partindo desta expressdo, utiliza-se a seguinte identidade vetorial

VX (fA) = f(VXA)-AX(Vf)

em que f é uma funcdo escalar e A um campo vetorial.

Tomando
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1
f_E’
e
A=M,
obtém-se
M 1 1
Vx|l—=]==(VxM)-Mx V' |—=].
R R R

Rearranjando os termos,

Mxv (L) = YXM o (M)
R R R

Substituindo essa identidade na expressao do potencial vetorial,

A(r):i‘—fT/V

ou, separando as integrais,

A(r):ﬂfv XMdv'—@/V'x M) o
47T Vv R 47T Vv R

A primeira integral j4 se encontra em uma forma conveniente. Entretanto, a segunda

V' x M
XMoo (MY v,
R R

ainda envolve o rotacional de um campo integrado sobre um volume. Para transformé-la em uma

integral de superficie, emprega-se uma identidade obtida diretamente a partir do Teorema da
Divergéncia.

Considere inicialmente o Teorema da Divergéncia,

/V-de:‘?{F-ds.
14 N

Escolhe-se agora

F = CxA,

cem que Cr epresenta um vetor constante.

Aplicando a identidade do divergente do produto vetorial,

V.- (CxA)=A-(VxC)-C-(VxA),
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e observando que

VxC=0,

por se tratar de um vetor constante, resulta

V- (CxA)=-C-(VxA).

Substituindo esse resultado no Teorema da Divergéncia,

—/VC-(VXA)dv:jlg(CxA)-ds.

Utilizando a propriedade ciclica do produto misto,

(CxA)-ds=C-(Axds),

obtém-se

—C'/(VxA)dv:Cj{Axds.
14 s

Como o vetor constante C € arbitrario, conclui-se que os vetores multiplicados por ele
devem ser iguais, chegando-se a importante identidade

/VxAdv:—ijAxds.
14 s

Aplicando essa relacdo a segunda integral do potencial vetorial, tomando

obtém-se

M
/V’x — dv’:—fods.
% R s R

Substituindo esse resultado na expressdo do potencial vetorial, os sinais negativos

cancelam-se, resultando em

V' xM Mxd
A(r):@/Lde@f X as.
4 Jy R 4 J¢ R

A expressao anterior possui uma interpretacdo fisica extremamente importante. Observa-

se que a magnetizacdo do material produz duas contribuicdes distintas para o potencial vetorial:
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uma distribuida por todo o volume do material e outra concentrada sobre sua superficie. Essa

observacdo motiva a definicdo das chamadas correntes ligadas ou correntes de magnetizacao.

Define-se a densidade de corrente volumétrica de magnetizacdo como

Jb:VXM,

e a densidade superficial de corrente de magnetizacao como

KbZMXﬁ,

em que h representa o vetor unitdrio normal a superficie do material.

Como

segue que

M xds = (M xn)ds = K ds.

Finalmente, o potencial vetorial pode ser escrito na forma

K
A(r)zﬂfﬁd\/+& =2 gs.
4 Jv R 4 Js R

Essa expressao mostra que a magnetizacao de um material pode ser interpretada como
uma distribui¢dao equivalente de correntes ligadas, tanto no volume quanto na superficie do
material. Dessa forma, o campo magnético produzido por um material magnetizado pode ser
calculado da mesma maneira que o campo produzido por correntes elétricas convencionais,

bastando substituir as correntes fisicas pelas correntes equivalentes de magnetizacao.

2.4.13 Correntes de Magnetizacao

As expressoes obtidas na se¢do anterior mostraram que um material magnetizado pode ser
representado por distribui¢cdes equivalentes de correntes volumétricas e superficiais. Entretanto,
para compreender a origem fisica dessas correntes, € conveniente analisar, ainda que de forma

qualitativa, a estrutura microscopica da matéria.

Embora os 4tomos ndo sejam constituidos por pequenas espiras de corrente reais, 0 movi-
mento orbital dos elétrons em torno do nicleo e 0 momento angular intrinseco (spin) fazem com
que cada dtomo possua um momento de dipolo magnético. Do ponto de vista macroscopico, esses

dipolos podem ser representados por pequenas espiras de corrente equivalentes, cujo momento
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de dipolo magnético € dado pela regra da mao direita. Essa representacdo € particularmente util,
pois permite interpretar a magnetizacao da matéria utilizando os resultados obtidos anteriormente
para o torque exercido sobre uma espira percorrida por corrente imersa em um campo magnético

uniforme.

Na auséncia de um campo magnético externo, os momentos de dipolo equivalentes
encontram-se orientados de maneira aproximadamente aleatéria, fazendo com que a magnetizagado
resultante do material seja praticamente nula. Quando um campo magnético externo € aplicado,
cada dipolo sofre a acdo do torque, o qual tende a orientar o momento de dipolo magnético
na direcdao do campo aplicado. A resposta coletiva desses dipolos determina o comportamento

magnético macroscopico do material.

A Figura 46 apresenta uma representacao esquemadtica desse processo. Ressalta-se que as
espiras ilustradas ndo representam correntes reais existentes no interior dos dtomos, mas sim um
modelo equivalente empregado para representar os momentos de dipolo magnético responséveis

pela magnetizagao do material.

Material sem campo externo Material paramagnético Material diamagnético
(B=0)

Figura 46: Comportamento resultante dos momentos de dipolo magnético dos materiais na
presenca de campo externo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nos materiais com comportamento paramagnético, existem momentos de dipolo mag-
nético permanentes, associados principalmente aos elétrons desemparelhados. Na presenca de
um campo magnético externo, esses dipolos apresentam tendéncia de alinhamento com o campo
aplicado, produzindo uma magnetizacio resultante no mesmo sentido de B, porém de baixa

intensidade.
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Nos materiais com comportamento diamagnético, o campo magnético externo modifica
o movimento orbital dos elétrons ao redor do nicleo, induzindo momentos de dipolo magnético
equivalentes que tendem a orientar-se em sentido oposto ao campo aplicado. Como consequéncia,
a magnetizagdo resultante ocorre em sentido contrdrio ao campo externo. Embora esse efeito

esteja presente em todos os materiais, sua intensidade €, em geral, relativamente pequena.

Ha ainda os materiais com comportamento ferromagnético apresentam uma interacao
muito mais intensa entre seus dipolos magnéticos. Nesses materiais, regides contendo grande
quantidade de dipolos naturalmente alinhados, denominadas dominios magnéticos, podem existir
mesmo na auséncia de um campo externo. Quando um campo magnético é aplicado, esses
dominios tendem a alinhar-se no mesmo sentido do campo externo, produzindo uma magnetizagdo
muito superior a observada nos materiais paramagnéticos e diamagnéticos. Essa forte tendéncia
de alinhamento € responsdvel pelas elevadas intensidades de magnetizacao caracteristicas desses

materiais.

As correntes de magnetizacao introduzidas anteriormente podem, portanto, ser inter-
pretadas como uma consequéncia macroscépica da orientagdo coletiva desses momentos de
dipolo magnético equivalentes. Assim, embora nio correspondam a correntes elétricas livres
percorrendo condutores, produzem campos magnéticos que podem ser descritos pelo mesmo

formalismo matemadtico utilizado para correntes convencionais.

2.4.14 O Campo Magnético Auxiliar

As expressoes desenvolvidas nas secdes anteriores mostraram que o campo magnético em
um material € produzido tanto pelas correntes elétricas livres quanto pelas correntes equivalentes

de magnetizacdo. Dessa forma, a Lei de Ampere, na forma diferencial, pode ser escrita como

VXxB = oI+ Jb)

em que J; representa a densidade de corrente livre € J, a densidade de corrente de

magnetizagao.

Na sec¢ao anterior foi demonstrado que a densidade de corrente volumétrica de magneti-

zacgdo é dada por

Jp = VXM

Substituindo essa expressdo na Lei de Ampere,

VXB:/J()Jf+/J()VXM.

Reagrupando os termos,
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1
—VXB-VXM=]y,
Ho

ou, utilizando a linearidade do operador rotacional,
B
V x (——M) =Jy.
Ho

Essa expressao motiva a definicdo do chamado campo magnético auxiliar, ou simples-

mente campo H, definido por

B
H=—-M.
Ho

Com essa definicdo, a Lei de Ampere assume uma forma particularmente simples,

VxH=J;.

Observa-se que, diferentemente do campo magnético B, o campo auxiliar H depende
exclusivamente das correntes livres. Essa propriedade possui grande importancia prética, pois
as correntes livres sdo aquelas efetivamente impostas e medidas em laboratério por meio de
condutores e fontes de corrente. Assim, o campo H pode ser determinado diretamente a partir

das correntes aplicadas, independentemente do material presente.

Aplicando o Teorema de Stokes em ambos os lados da expressdo anterior,

/(VxH)-ds:/Jf-ds,
S S

obtém-se

%Hdbg,
C

em que I representa a corrente livre que atravessa a superficie limitada pelo contorno C.

Embora o campo H seja determinado apenas pelas correntes livres, o campo magnético

efetivamente existente no interior do material continua sendo dado por

B = uo(H + M).

Para muitos materiais utilizados em aplica¢gdes de Engenharia Elétrica, a magnetizagcdo
apresenta uma dependéncia aproximadamente linear com o campo auxiliar. De maneira andloga

ao que ocorre em dielétricos lineares, admite-se que
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M = XWLH’

em que Y, ¢ denominada susceptibilidade magnética do material.

O sinal da susceptibilidade caracteriza o comportamento magnético do material. Para

materiais com comportamento diamagnético,

)(m<0,

fazendo com que a magnetizacdo se oponha ao campo aplicado. Nos materiais com

comportamento paramagnético,

)(m>0,

de modo que a magnetizacdo ocorre no mesmo sentido do campo. J4 os materiais

ferromagnéticos apresentam susceptibilidades muito maiores que as dos materiais paramagnéticos,

Xm > 1,

produzindo magnetizacdes extremamente intensas.
Substituindo a relagdo constitutiva na expressao do campo magnético,
B = po(H + x,H),

obtém-se

B = uo(1 + ym)H.

Define-se entdo a permeabilidade magnética do material como

1= po(l + xm),

permitindo escrever

B = uH.

De forma andloga ao caso da permissividade elétrica, define-se ainda a permeabilidade

relativa,
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i
Hr=— =1+ xn.
Ho

Como exemplo de aplicacdo, considere novamente o solenoide infinito estudado anterior-

mente. Aplicando a Lei de Ampere para o campo auxiliar,

%H-dl:nll,

resulta

H =nl.

Observa-se que o campo auxiliar depende apenas da densidade de espiras e da corrente

elétrica aplicada, sendo independente do material inserido no interior do solenoide.

O campo magnético, por sua vez, € obtido por

B = uH = unl.

No vacuo,

B = uonl.

Em materiais com comportamento paramagnético,

H > Mo,

fazendo com que o campo magnético seja maior que no vicuo.

Nos materiais com comportamento diamagnético,

H < Mo,

resultando em um campo magnético ligeiramente menor.

Ja nos materiais ferromagnéticos,

H > Ho,

produzindo campos magnéticos muito superiores aos obtidos no vicuo para a mesma

corrente aplicada.
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Conclui-se, portanto, que o campo auxiliar H é determinado exclusivamente pelas
correntes livres, enquanto o campo magnético B depende também da resposta do material por
meio de sua magnetizacdo. Essa distingao torna o campo H uma ferramenta extremamente ttil na
andlise de dispositivos eletromagnéticos, permitindo separar os efeitos produzidos pelas fontes

de corrente daqueles decorrentes das propriedades magnéticas da matéria.

2.4.15 Exemplo: Cilindro Diamagnético Percorrido por uma Corrente Uniforme

Como aplicacdo dos conceitos desenvolvidos nas se¢des anteriores, considere um cilindro
maci¢o, muito longo, de raio R, constituido por um material diamagnético de permeabilidade
magnética u, percorrido por uma corrente elétrica continua e uniformemente distribuida 7,

orientada ao longo do eixo do cilindro.

O objetivo deste exemplo € determinar, de forma sistemdtica, o campo auxiliar H, o
campo magnético B, a magnetizacdo M e as correntes de magnetizagdo volumétrica e superficial
associadas ao material. Ao final, serd apresentada uma interpretacao fisica desses resultados por

meio de representagcdes esquemadticas.

A Figura 47 ilustra o sistema considerado, bem como as amperianas utilizadas para a

determinagdo dos campos magnéticos no interior e no exterior do cilindro.

G 3

Figura 47: Cilindro macigo percorrido por uma corrente uniforme /. As curvas C; (r < R) e C
(r > R) representam as amperianas utilizadas para a determinacio dos campos H e B.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como a distribui¢c@o de corrente possui simetria cilindrica, o campo auxiliar apresenta

direcdo puramente azimutal, podendo ser escrito como

H=H®)¢.

Aplicando a Lei de Ampere ao campo auxiliar,
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‘74‘ H-dl= Liyre,

inicialmente para uma amperiana circular de raio r < R, obtém-se

HQ2xrr) = J (nr?),

em que a densidade de corrente uniforme vale

B 1
" nR?

Substituindo essa expressao na equacao anterior,

1 2
H(Zﬂ'l”) = m(ﬂr ),

resultando em

Ir .

H-= , < R.
21 R? ¢ :

Observa-se que o mdédulo do campo auxiliar cresce linearmente com a distancia ao eixo

do cilindro, sendo nulo no centro e maximo na superficie.

Para uma amperiana situada no exterior do cilindro (» > R), toda a corrente livre é

envolvida pela curva de integracdo. Assim,

HQ2nr) =1,

de onde segue

I
H=—¢, r > R.
2nr

Nota-se que, fora do condutor, o campo auxiliar passa a decrescer inversamente com
a distancia ao eixo, comportamento idéntico ao observado para um fio retilineo infinitamente

longo.

Conhecido o campo auxiliar, o campo magnético é obtido diretamente por meio da

relacdo constitutiva

B = uH,

Substituindo as expressodes obtidas para o campo auxiliar na relagao constitutiva, obt€ém-se os

campos magnéticos no interior e no exterior do cilindro.
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Assim,

Parar < R,

ou seja,

B = ¢ r <R.

Para a regido externa (r > R), o meio passa a ser o vacuo, cuja permeabilidade € .

B = uoH,

resultando em

I .
B =22 d, r > R.
2rr

Conhecidos os campos H e B, pode-se determinar a magnetiza¢do do material.

Partindo da relacao

B = po (H+M),
segue que
B
M=—-H
Ho

Substituindo a expressao do campo magnético no interior do cilindro,

u Ir . Ir .
M=— - \
o 27TR2¢ 27TR2¢

obtém-se

Como

segue que
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Ir ~
= m(ﬂr -D¢.
Recordando que
/JV = 1 + Xm’
obtém-se finalmente
Ir .
M=y,——¢.
Xm 27TR2 ¢

Como o material considerado € diamagnético, sua suscetibilidade magnética € negativa,
isto €,

Xm < 0.

Consequentemente, o vetor magnetiza¢ao possui sentido oposto ao campo auxiliar e ao
campo magnético, podendo ser escrito como

Ir -

M = — |yl —=¢.
Lx |27TR2¢

A Figura 48 ilustra essa situagdo. Observa-se que os campos H e B possuem o mesmo

sentido azimutal, enquanto a magnetizacdo induzida orienta-se no sentido oposto, caracteristica
tipica de materiais diamagnéticos.

O@g@@

Figura 48: Representacdo esquemadtica do campo magnético B, do campo auxiliar H e da
magnetiza¢cdo M no interior de um cilindro diamagnético percorrido por uma corrente
uniforme. Observa-se que B ¢ H possuem o mesmo sentido azimutal, enquanto a
magnetizacdo induzida apresenta sentido oposto ao campo aplicado.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Além de possuir sentido oposto ao campo aplicado, observa-se que a intensidade da

magnetizacdo cresce linearmente com a distincia ao eixo do cilindro, uma vez que

Ir

M| = | ximl 53
2w R?
Como o raio r aumenta do centro em direcado a superficie, o médulo da magnetizacao

também aumenta nessa dire¢ao.

Fisicamente, isso significa que os momentos de dipolo magnético equivalentes tornam-se
progressivamente mais intensos a medida que se afastam do eixo do cilindro. Uma forma
conveniente de representar esse comportamento consiste em associar cada momento de dipolo
magnético a uma pequena espira de corrente equivalente. Assim, quanto maior o momento de
dipolo, maior € a drea efetiva dessa espira equivalente conforme se aproxima da superficie do

cilindro.

A variacdo espacial da magnetizacdo da origem as chamadas correntes de magnetizacao

de volume, cuja densidade € definida por

Jr =V XxXM.
Como, no interior do cilindro,
Ir .
M-=- — ¢,
utilizando a expressao do rotacional em coordenadas cilindricas para um campo puramente
azimutal,
VX (Mo) = ~-(r M)
= ——(rMy)z,
¢ r or ¢
obtém-se
], = 10 Ll Ir? 5
b= For | T ogR2 |
ou
I,
Jr = —|)(m|ml-

Observa-se que a corrente de magnetizacao de volume possui modulo constante em todo

o interior do cilindro e encontra-se orientada no sentido negativo do eixo z.

Na superficie lateral surge ainda uma corrente superficial de magnetizacao, dada por
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em que

n=r
€ o vetor normal unitdrio a superficie do cilindro.

Como, na superficie (r = R),

A

1
M = —| | —

segue que

I .
K, = _|)(m|2ﬂ__R¢ XT.

Utilizando a relagao vetorial
obtém-se

Portanto, a corrente superficial de magnetizacao encontra-se orientada ao longo do eixo

do cilindro, no mesmo sentido da corrente livre aplicada.

A interpretacdo fisica desses resultados € apresentada na Figura 49.
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Figura 49: Representagdo esquematica da magnetizagao em um cilindro diamagnético percorrido
por uma corrente elétrica uniforme /. As espiras representam os dipolos magnéticos
equivalentes associados ao material, cujo momento magnético m aumenta com a
distancia ao eixo do cilindro em decorréncia do crescimento da magnetizacdo. A nio
uniformidade da magnetizacdo origina uma densidade de corrente ligada de volume J,
enquanto, na superficie lateral do material, surge a densidade de corrente superficial
ligada K.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 49 permite compreender a origem fisica das correntes de magnetizagdo. Embora
os dipolos magnéticos individuais sejam representados por espiras de corrente equivalentes,
essas espiras nao correspondem a correntes reais circulando no material, mas constituem um
modelo capaz de descrever a magnetizacao microscopica produzida pelo movimento orbital e

pelo spin dos elétrons.

Observa-se que, devido ao aumento gradual da magnetizacao em direcao a superficie
do cilindro, representado pelo crescimento das espiras equivalentes, as correntes existentes nas
laterais verticais de espiras adjacentes deixam de se cancelar completamente. O resultado desse
desequilibrio € o aparecimento de uma densidade de corrente ligada de volume J,, dirigida para
baixo ao longo do eixo do cilindro.

Na superficie lateral ocorre um fendmeno distinto. Como nao existem dipolos magnéticos
externos ao material para cancelar a corrente da Gltima camada de espiras equivalentes, permanece
uma corrente superficial ligada K, orientada para cima e paralela a corrente livre que percorre o

cilindro.

Esse exemplo evidencia como a descricdo macroscopica da magnetizagdo, expressa
pelos vetores M, J;, e K, estd diretamente relacionada ao comportamento coletivo dos dipolos

magnéticos equivalentes presentes no material, estabelecendo uma conexao entre a interpretagcdo
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microscopica da magnetizacao e as equagdes macroscopicas do eletromagnetismo.

2.5 Extensao das Equacoes de Maxwell para Campos Varidveis no Tempo

Nas secoes anteriores, foram desenvolvidas as equacOes fundamentais da eletrostatica e
da magnetostdtica, considerando distribui¢cdes de carga e correntes estaciondrias. Nesse regime,
os campos elétrico e magnético independem do tempo, permitindo que as equagdes de Maxwell
assumam formas simplificadas, nas quais os campos elétricos e magnéticos sao tratados de

maneira independente.

Entretanto, diversos fendmenos eletromagnéticos envolvem campos varidveis no tempo,
tornando necessario generalizar essas equacdes. Experimentalmente, observa-se que um campo
magnético varidvel é capaz de induzir um campo elétrico, da mesma forma que um campo
elétrico varidvel pode atuar como fonte de campo magnético. Essa intera¢do entre os campos

elétrico e magnético constitui um dos pilares da teoria eletromagnética formulada por Maxwell.

Nesta se¢do serdo apresentados, de forma sucinta, os principais resultados que estendem
a teoria desenvolvida até o momento. Inicialmente serd discutida a Lei de Faraday e a Lei de
Lenz, responsdveis pela descri¢do do fendmeno da inducgdo eletromagnética. Em seguida, serd
introduzido o conceito de indutancia por meio do exemplo de um solenoide longo. Posteriormente,
serd apresentada a corrente de deslocamento proposta por Maxwell, evidenciando a necessidade
de modificar a Lei de Ampere para preservar a conservacao da carga elétrica em situagdes
varidveis no tempo. Por fim, serdo reunidas as quatro equagcdes de Maxwell em suas formas

diferenciais e integrais, completando a formulacao cldssica do eletromagnetismo.

2.5.1 Leide Faraday e Lei de Lenz

Até o momento, considerou-se que os campos elétricos e magnéticos eram independentes
do tempo. Entretanto, experimentos realizados por Michael Faraday mostraram que uma variacao
temporal do fluxo magnético através de uma superficie limitada por um circuito fechado é
capaz de induzir uma forca eletromotriz nesse circuito, fendmeno conhecido como inducao

eletromagnética.

A intensidade da forc¢a eletromotriz induzida € dada pela Lei de Faraday,

dDp

dt’

em que ®p representa o fluxo magnético através da superficie delimitada pelo circuito,

CI)B:/B-dS.
S

Substituindo a definicao de fluxo magnético, obtém-se
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d
E=—— [ B-dS.
dt S

Por outro lado, a forca eletromotriz também pode ser expressa como a circulagdo do

campo elétrico ao longo do contorno da superficie,

82}(E~dl.
C

Igualando as duas expressoes, resulta a forma integral da Lei de Faraday,

}{E-dl:—i/B-dS.
c dt Js

Aplicando o Teorema de Stokes ao primeiro membro,

OB
/(VxE)-dS:— a8,

e como a igualdade deve ser vdlida para qualquer superficie arbitrdria, conclui-se que

0B
VXE=——.
x ot

Essa € a forma diferencial da Lei de Faraday e corresponde a terceira equacao de Maxwell.
O sinal negativo presente na Lei de Faraday € consequéncia da Lei de Lenz, segundo a
qual a corrente induzida possui sentido tal que o campo magnético por ela produzido se opde a

variacdo do fluxo magnético que lhe deu origem. Esse principio garante a conservagao da energia,

impedindo que o processo de indugdo eletromagnética produza energia espontaneamente.

Observa-se, portanto, que um campo magnético varidvel no tempo € capaz de induzir um
campo elétrico rotacional, diferentemente do regime eletrostético estudado anteriormente. Na
eletrostatica, o campo elétrico € conservativo, podendo ser escrito como o gradiente negativo de

um potencial escalar,

E=-VV.

Consequentemente, a circulagdo do campo elétrico ao longo de qualquer percurso fechado

jl{Ewll:O,
C

uma vez que essa integral representa a diferenca de potencial entre o ponto inicial e o

¢ nula,

ponto final do percurso, que coincidem em uma curva fechada. Aplicando o Teorema de Stokes,

conclui-se que
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VXE =0,

resultado obtido anteriormente para campos eletrostaticos.

Entretanto, quando o fluxo magnético através da superficie limitada pelo circuito varia
com o tempo, a circulacdo do campo elétrico deixa de ser nula. Nesse caso, o campo elétrico
induzido ja ndo pode ser descrito apenas como o gradiente de um potencial escalar, pois passa a
possuir linhas de campo fechadas, envolvendo a regido onde ocorre a variagao do fluxo magnético.
Assim, a circulacdo do campo elétrico em torno de uma curva fechada torna-se igual a taxa de

variacdo temporal do fluxo magnético, conduzindo a expressao

ddy
E-dl=-—2
fEa=-G

€, consequentemente,

0B
VXE=-——.
ot
Dessa forma, a condi¢do V X E = 0 deixa de ser valida sempre que existirem campos
magnéticos varidveis no tempo, mostrando que a Lei de Faraday constitui uma generalizacao

natural do resultado obtido anteriormente para a eletrostatica.

2.5.2 Indutincia

Uma importante consequéncia da Lei de Faraday € o fendmeno da autoinduc¢ao. Quando
a corrente elétrica que percorre um circuito varia com o tempo, o campo magnético por ela
produzido também varia, modificando o fluxo magnético através do proprio circuito. Como
consequéncia, surge uma forca eletromotriz induzida que se opde a variagdo da corrente

responsdvel por sua origem.

Considere um solenoide longo de comprimento /, drea transversal A e constituido
por N espiras. Conforme demonstrado anteriormente, o campo magnético em seu interior €
aproximadamente uniforme e vale

N
B = IUTI a;.

O fluxo magnético através de uma espira € definido por

CI)B:/B-dS.
S

Como o campo magnético € uniforme e paralelo ao vetor area da se¢do transversal do

solenoide, essa integral reduz-se simplesmente a
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®p = BA.

Pela Lei de Faraday, a for¢a eletromotriz induzida é proporcional a taxa de variacao
temporal do fluxo magnético. Como o solenoide possui N espiras e todas sao atravessadas pelo
mesmo fluxo magnético, o fluxo total concatenado € igual a N®p. Assim,

ddp
E=-N——.
dt

Substituindo a expressao do fluxo magnético,

d(BA)
dt

Como a drea da secdo transversal permanece constante,

&E=-N

dB
E=-NA—.
dt

Substituindo a expressao do campo magnético,

N
B = ﬂTIﬁZ,
obtém-se

d | N
&=-NA>(u=~1]|.
m(“z)

Como a permeabilidade magnética e a geometria do solenoide permanecem constantes,

A quantidade

NZA
b=w=

¢ denominada indutancia do solenoide, dependendo exclusivamente de sua geometria e
da permeabilidade magnética do meio.

Finalmente, a for¢a eletromotriz induzida pode ser escrita na forma

dI
E=-L—.
dt
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Essa expressdo mostra que a tensao induzida € proporcional a taxa de variacdo da corrente
elétrica. O sinal negativo, decorrente da Lei de Lenz, indica que a for¢a eletromotriz induzida
sempre atua de modo a se opor a variacao da corrente que lhe deu origem, constituindo uma

manifestacdo do principio da conservagdo da energia.

2.5.3 Corrente de Deslocamento

A Lei de Ampere, desenvolvida para correntes estaciondrias, estabelece que

VxH=J;.

Embora essa expressdo descreva corretamente campos magnéticos produzidos por

correntes constantes, ela deixa de ser vdlida quando as cargas elétricas variam com o tempo.

Para evidenciar essa limitagdo, aplica-se o operador divergente em ambos 0os membros da
equacio,

V- (VxH)=V-J;.

Como o divergente do rotacional de qualquer campo vetorial € identicamente nulo,

V- (VxH) =0,

segue que

V.-Jr=0.

Entretanto, essa conclusdo contradiz a equagdo da continuidade, obtida anteriormente a

partir da conservagdo da carga elétrica,

_9py

Vdr==%0

a qual mostra que, sempre que a densidade de carga variar com o tempo, o divergente da

densidade de corrente ndo pode ser nulo.

Para eliminar essa inconsisténcia, Maxwell utilizou a Lei de Gauss para meios materiais,

V-D=py.

Derivando ambos os membros em relacdo ao tempo,
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oD 0 Pf

Vil—|=—".
( ot ) ot

Substituindo essa relagcdo na equagdo da continuidade,

oD
V'Jf—_v'(ﬁ)’

ou

Observa-se que a soma

possui divergente identicamente nulo, tornando-se compativel com o rotacional do campo

auxiliar magnético.

Dessa forma, Maxwell prop6s modificar a Lei de Ampere, obtendo

oD
VxH= e
X Jr+ Y
O termo
oD
ot

¢ denominado densidade de corrente de deslocamento. Apesar de nao corresponder
ao movimento real de cargas elétricas, esse termo produz campo magnético da mesma forma
que uma corrente elétrica convencional, garantindo a consisténcia matematica das equagdes de

Maxwell e a conservagdo da carga elétrica em situagdes envolvendo campos varidveis no tempo.

A introducdo da corrente de deslocamento constitui uma das mais importantes contribui-
coes de Maxwell para o eletromagnetismo, pois permitiu unificar a eletricidade e o magnetismo

em uma Unica teoria e tornou possivel a previsao tedrica da existéncia das ondas eletromagnéticas.

2.5.4 Equacoes de Maxwell

As secOes anteriores mostraram que a consideracao de campos varidveis no tempo exige a
generalizacdo das equacdes desenvolvidas para a eletrostética e a magnetostatica. Em particular, a
Lei de Faraday introduz o acoplamento entre um campo magnético varidvel e um campo elétrico
induzido, enquanto a corrente de deslocamento proposta por Maxwell completa a Lei de Ampere,

tornando-a compativel com a conservagao da carga elétrica.
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Dessa forma, as quatro equagdes de Maxwell, escritas para meios materiais, assumem

sua forma diferencial completa:

V-D=py,
V-B=0,
VxE:—%,
VxH:Jf+%.

As formas integrais correspondentes sao dadas por
j{ D-dS =0y,
s
yﬁ‘ B-dS=0,
S
%E-dl:—i/B-dS,
c dt Js

d
%H-dl:/Jf-dS+—/D-dS.
c s dr Js

As duas primeiras equagdes descrevem as fontes dos campos elétrico e magnético. A
Lei de Gauss estabelece que as cargas elétricas livres constituem as fontes do campo elétrico,
enquanto a inexisténcia de monopolos magnéticos implica que o fluxo magnético liquido através

de qualquer superficie fechada seja sempre nulo.

As duas dltimas equacdes descrevem o acoplamento entre os campos elétrico e magnético.
A Lei de Faraday mostra que campos magnéticos varidveis induzem campos elétricos rotacionais,
enquanto a Lei de Ampere-Maxwell estabelece que tanto correntes elétricas livres quanto campos

elétricos varidveis constituem fontes de campos magnéticos.

Observa-se que, no regime estaciondrio, em que os campos nao dependem do tempo,

0B oD
- = 09 -~ = 09
ot ot
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as equacoes de Maxwell reduzem-se as formas da eletrostitica e da magnetostatica
desenvolvidas ao longo deste trabalho,

V-D=py,
V-B=0,
VXE =0,
VxH=J.

Evidenciando que tais resultados constituem um caso particular da formulag¢do geral

proposta por Maxwell para campos eletromagnéticos dependentes do tempo.

As equacdes de Maxwell representam uma das maiores sinteses da Fisica Cléssica,
reunindo em um dnico conjunto de equagdes os fendmenos elétricos e magnéticos. A partir
delas € possivel descrever desde problemas envolvendo cargas e correntes estaciondrias até a
propagacao de ondas eletromagnéticas, estabelecendo as bases para o estudo de dreas como
eletronica, telecomunicagdes, sistemas de poténcia, dptica e diversas outras aplicacdes da

Engenharia Elétrica e da Fisica.
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3 METODOLOGIA

3.1 Caracterizacao da Pesquisa

Este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa aplicada de natureza qualitativa, com
finalidade educacional, voltada ao desenvolvimento de um material didatico de apoio a disciplina

de Teoria Eletromagnética para estudantes de Engenharia Elétrica.

A pesquisa possui carater descritivo e fundamenta-se tanto na experiéncia académica
adquirida ao longo da graduagdo quanto na atuacdo do autor como monitor da disciplina por
quatro semestres consecutivos. Essa vivéncia permitiu identificar as principais dificuldades
enfrentadas pelos estudantes, especialmente aquelas relacionadas a interpretacdo fisica dos
fendmenos eletromagnéticos e a aplicac@o das ferramentas matemaéticas necessdrias para sua

compreensao.

Com base nessas observacoes, foi elaborado um material teérico e préatico que busca
integrar conceitos fisicos, cdlculo vetorial e estratégias de resolu¢do de exercicios em uma

abordagem direcionada as necessidades especificas dos alunos de Engenharia Elétrica.

3.2 Desenvolvimento do Material Didatico

A elaborag@o do material foi realizada a partir de uma revisao bibliografica das principais
referéncias utilizadas na disciplina, com destaque para obras cldssicas da drea de eletromagnetismo

e calculo vetorial.

Durante o processo de desenvolvimento, buscou-se ndao apenas apresentar os resultados
matemadticos tradicionalmente encontrados na literatura, mas também reconstruir as dedugdes
passo a passo, enfatizando a interpretacdo geométrica dos operadores vetoriais e o significado

fisico das equagdes fundamentais do eletromagnetismo.

Além da exposic¢ao tedrica, foram incorporadas representacdes graficas, ilustragdes
desenvolvidas pelo préprio autor e estratégias de resolucdo de exercicios frequentemente

observadas na disciplina, visando tornar o contetido mais acessivel ao estudante.

3.3 Aplicacao Pratica do Material

Com o objetivo de avaliar a aplicabilidade da abordagem proposta, foi realizada uma
atividade de cardter expositivo junto a turma da disciplina de Teoria Eletromagnética do curso de

Engenharia Elétrica do Instituto Federal do Tocantins, durante o semestre letivo de 2026/1.

A atividade foi realizada com a anuéncia e supervisido do professor responsavel pela

disciplina, Prof. Roger Kitamura, e teve duracdo aproximada de uma hora e trinta minutos,
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compreendendo o periodo entre 9h15 e 10h45.

A aula foi estruturada com base nos contetidos que estavam sendo estudados pelos alunos
naquele momento, abrangendo os temas Equagdes de Poisson e Laplace, bem como o Método das
Imagens. Além desses topicos, foi realizada uma revisao dos principais conceitos da eletrostatica
necessarios para compreender a construcao matematica dessas equacgoes, estabelecendo uma
sequéncia l6gica desde as leis fundamentais até os resultados utilizados na resolucdo de problemas

de valor de contorno.

Durante a atividade, foram apresentados exemplos resolvidos, dedu¢cdes matematicas
e exercicios relacionados ao Método das Imagens, o qual foi discutido e desenvolvido pelos

proprios estudantes durante a aula.

3.4 Observacoes e Interacio com os Estudantes

Ao longo da atividade, observou-se participacdo ativa dos estudantes por meio de

perguntas, discussoes e comentdrios relacionados aos conteudos apresentados.

A interacdo estabelecida durante a aula possibilitou identificar dividas recorrentes,
dificuldades conceituais e expectativas dos alunos em relacdo a disciplina, fornecendo elementos

importantes para avaliar a pertinéncia da abordagem adotada na elabora¢do do material.

Ap6s a atividade expositiva, foi realizado um momento de conversa informal com os
estudantes, permitindo ao autor compreender de forma mais aprofundada os desafios enfrentados

durante o processo de aprendizagem da disciplina.

As observagdes obtidas durante essa experi€ncia permitiram identificar dificuldades
recorrentes relacionadas a compreensao dos conceitos matematicos que fundamentam o eletro-
magnetismo e a conexao desses conceitos com sua interpretacao fisica. Esses aspectos serviram
como subsidios para o aperfeicoamento do material didatico desenvolvido, sem constituir,

entretanto, uma validag¢do quantitativa de sua efetividade.

3.5 Perspectivas de Validacao da Proposta em Trabalhos Futuros

A atividade realizada durante a disciplina permitiu verificar a viabilidade da abordagem
proposta e possibilitou observar, de forma qualitativa, a receptividade dos estudantes em relacio
ao material desenvolvido. Entretanto, essa etapa ndo teve como objetivo realizar uma validacao
quantitativa da proposta, uma vez que nao foram empregados instrumentos especificos de avaliagdo

da aprendizagem ou métodos estatisticos para comparacdo do desempenho dos estudantes.

Como continuidade deste trabalho, pretende-se realizar estudos experimentais que
permitam avaliar, de maneira mais objetiva, a contribuicao do material didatico para o processo
de ensino e aprendizagem da disciplina de Teoria Eletromagnética. Entre as possibilidades de

investigacdo, destacam-se a aplicacdo de questiondrios de percep¢do aos estudantes, a realizagdo
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de testes diagndsticos antes e apds a utilizacdo do material (pré-teste e pds-teste), bem como a

comparacao do desempenho entre turmas que utilizem metodologias distintas de ensino.

Outra possibilidade consiste na utilizacdo do material durante todo um semestre letivo,
permitindo acompanhar indicadores como desempenho académico, indices de aprovagao, frequén-
cia, participacdo em sala de aula e percep¢do dos estudantes quanto a clareza e a organizacao do

conteddo apresentado.

Essas estratégias poderdo fornecer evidéncias quantitativas e qualitativas sobre a efetivi-
dade da proposta, contribuindo para seu aperfeicoamento e para uma avaliagdo mais abrangente de
seu potencial como ferramenta de apoio ao ensino de Eletromagnetismo em cursos de Engenharia

Elétrica.
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4 CONCLUSAO

A disciplina de Teoria Eletromagnética ocupa posi¢do fundamental na formagao do
engenheiro eletricista, estando diretamente relacionada a diversas dreas de atuacdo profissional.
Entretanto, seu elevado grau de abstracdo fisica e o intenso formalismo matematico frequentemente

tornam o processo de aprendizagem desafiador para os estudantes.

A experiéncia adquirida ao longo da graduacdo e da atuacdo como monitor da disciplina
permitiu identificar que grande parte das dificuldades enfrentadas pelos alunos estd associada ndao
apenas aos conceitos fisicos do eletromagnetismo, mas também as bases matematicas necessdrias
para sua compreensao, especialmente aquelas relacionadas a geometria analitica e ao calculo

vetorial.

Diante desse cendrio, este trabalho teve como objetivo desenvolver um material diddtico
voltado especificamente aos estudantes de Engenharia Elétrica, reunindo os principais contetidos
da disciplina em uma abordagem que busca conciliar rigor matemaético, interpretacao fisica e
estratégias de resolucdo de exercicios. Ao longo do texto, foram apresentados os fundamentos do
célculo vetorial, da eletrostitica e da magnetostatica, enfatizando ndo apenas os resultados finais,
mas também as dedugdes e interpretacdes que permitem compreender a origem das principais

equagoes utilizadas na drea.

Como complemento ao desenvolvimento tedrico, foi realizada uma atividade expositiva
junto a turma da disciplina de Teoria Eletromagnética, sob supervisio do professor responsdvel.
A experiéncia possibilitou aplicar parte do material produzido em um contexto real de ensino,
promovendo discussdes, resolu¢do de exercicios e interacdo direta com os estudantes. As
observacoes realizadas durante essa atividade reforcaram a percep¢ao de que abordagens que
relacionam a interpretacdo geométrica dos operadores vetoriais aos fendmenos fisicos podem

contribuir significativamente para a compreensao dos conteudos.

Embora nao tenha sido objetivo deste trabalho realizar uma avaliacdo quantitativa da
aprendizagem, a participacdo dos estudantes, as discussoes promovidas em sala e o interesse
demonstrado ao longo da atividade indicaram que a proposta apresenta potencial como ferramenta

complementar de apoio ao ensino da disciplina.

Por fim, espera-se que o material desenvolvido possa servir como recurso auxiliar
para estudantes de Engenharia Elétrica, contribuindo para uma aprendizagem mais sélida dos
fundamentos do eletromagnetismo e auxiliando na construcao das competéncias necessarias para

disciplinas posteriores e para a atuagao profissional na drea.



143

REFERENCIAS

Eletromagnetismo UFF. Canal Eletromagnetismo UFF. 2026. <https://www.youtube.com/
@eletromagnetismouff1168>. Acesso em: 30 jun. 2026. Citado 2 vezes nas paginas 37 e 72.

GRIFFITHS, D. J. Eletrodindmica. 3. ed. Sao Paulo: Pearson Addison-Wesley, 2011. Citado 3
vezes nas paginas 37, 38 e 72.

GUIMARAES, G. C. Apostila de conceitos tedricos e exercicios propostos. Uberlandia, 2010.
Material didatico. Citado na pagina 22.

STEINBRUCH, A.; WINTERLE, P. Geometria Analitica. 2. ed. Sdo Paulo: McGraw-Hill, 1987.
Citado na pagina 19.

STEWART, J. Cdlculo. 7. ed. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013. v. 2. ISBN 978-85-221-1463-4.
Citado na pagina 22.

Universidade Federal de Minas Gerais. Relatorio de Avaliacdo do Curso de Engenharia Elétrica
— Bacharelado. 2021. Documento institucional do Programa de Avaliagdo dos Cursos de
Graduagdo. Citado 2 vezes nas paginas 16 e 17.

Universidade Federal de Santa Maria. Relatorio de Autoavaliacdo do Curso de Engenharia
Elétrica. 2022. Documento institucional de avaliacdo do curso. Citado na pagina 18.



